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PRZEDMOWA. 


I. 


Oiaj na widok publiczny nowe badania w nauce 
rachunku wyższego, uważam za potrzebne zastanowić się 
tutaj nad stanem obecnym tćj cześci matematyki, która 
ma związek z niniejszą pracą. 

Wszystkie badania, tak matematyczne, jak fizyko- 


„matematyczne, w ostatnin swym wypadku prowadzą do 


równań różniczkowych, które należy zcałkować.  Całko- 
wanie równań różniczkowych, w ogóle jest niepodobnóm 
do wykonania i może być uważanćm jako wyjątkowe; 
a zatćm, w ogóle równania tego rodzaju rodzą nowe fun- 
kcye, za których orzeczenie powinny być uważane; jak np. 
funkcya wykładnicza e” it. p. 

- Gdy więc te równania nie mogą być rozwiązane; 
musimy szukać innych dróg, aby poznać własności fun- 
kcyi przez też równania wyrażonych z samych tych ró- 
wnań bez ich rozwiązania. Tu zaraz nastreczają się dwie 
drogi: albo rozwijamy równanie na szereg nieskończonćj 
liczby wyrazów zapomocą znanego wzoru Taylora, lub tóż 
dochodzimy własności funkcyi z samego równania. 

a 
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e Rozwijanie funkcyi na szereg nie ma znaczenia jak 
tylko o tyle, o ile ten szereg zostaje zbieżnym. Aby więc 
to postępowanie miało rzeczywiste znaczenie, a nie ułudne; 
musimy znać najprzód pewne własności tej funkcyi do- 
wodzące nam, że ona jest zdolną rozwinąć się na szereg 
zbieżny, a następnie oznaczyć granice, miedzy któremi 
szereg może wyrażać funkcyą. 

Wszystkie prace obecnie skierowane są do poszuki- 
wania własności funkcyi pozwalających rozwijać je na 
szereg, a najważniejsze i ostatnim wyrazem nauki są zna- 
komite prace Cauchego. 

Opowiemy wkrótee wypadki przez niego otrzymane, 
które stanowią nową teorye funkcyi, opartą wyłącznie na 
ilościach urojonych. 

Znakomity ten geometra badając co się dzieje z fun- 
kcyą, gdy rozwinięcie na szereg Taylora wpada w błąd; od- 
krył pewne własności funkcyi, które dają się sprowadzić 
do czterech głównych, a mianowicie: funkcye moga być 
skończone, ciągłe, monogeniczne i monodromiczne. Wszyst- 
kie te własności moga istnieć oddzielnie lub razem w pe- 
wnćj części funkcyi, lub w jéj całćj rozciągłości. (Gdy 
one istnieją razem połączone w pewnćj cześci lub w całćj 
jéj rozciągłości, funkcyą nazywa synektyczną w téj części lub 
w całej jéj rozciągłości. Po odkryciu tych prawd, Cauchy 
dowiódł: że gdy funkcya w części swćj posiada te wszyst- 
kie własności, może być w téj części rozwinietą na szereg 
zawsze zbieżny. 

Tym sposobem oznaczone zostały warunki uzdalnia- 
jace funkcyą do przedstawienia cześci przynajmnićj jéj bie- 


-_ gu przez szereg; lecz te własności nieodłączone od funkcyi 


eg; 
nie dają nam granic rozwiniecia i chcąc je znaleźć potrze- 
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ba sie udawać do innego prawa Cauchego, do prawa mo- 
dułów , które wyraża się tak : iż funkcya daje się rozwi- 

- nąć na szereg zbieżny uszykowany według poteg rosnących 
zmiennćj, dopóki ta zmienna zostaje stale w kole zbie- 
ności, zakreślonćm promieniem równym najmniejszemu 
modułowi. 

Z tego prawa następny wynika sposób znalezienia 
granie w jakich funkcya może być przedstawioną przez 
szereg: w daną funkcyą za zmienną kładzie sie jéj wartość 
urojona, rozbiera się na dwie części; równając do zera 
osobno część rzeczywistą, osobno urojoną i rugując z nich 

argument ilości urojonćj; otrzymamy ztąd równanie 
jedno, dające nam wartości modułu, z którego potrzeba 
otrzymać wartość najmniejszą dodatną; a ta da nam gra- 
nice zbieżności szeregu i zarazem granice, w którćj funkcya 
wyraża sie przez szereg. 

Otrzymanie to granic jest jeszcze możliwe, chociaż 
połączone z wielkiemi trudnościami, gdyż wymaga rugo- 
wania i rozwiązania równań; dla równań i funkcyi skoń- 
czonych, to jest wyrażonych przez zawiązki między ilościa- 
mi skończonemi. Lecz gdy w skład równań i funkcyi 
wchodzą ilości nieskończenie małe, czyli raczćj gdy one 
wyrażone są przez równania różniczkowe; potrzebaby dla 
znalezienia granic, po podstawieniu za zmienną wartości 
urojonej, rozwiązać czyli scałkować toż równanie, co wła- 
śnie nie jest możliwóm i wtedy to ta teorya sprowadza się 
tylko do szukania, czy funkcya posiada własności wyżćj 
wskazane. 


W ogóle więc prace te nie zdają się zadość czynić 
rozwiązaniu zupelnemu zadania, co do rozwinięcia funkcyi 
na szereg ; mimo to są one bardzo ważne na drodze po- 
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szukiwania własności funkcyi z samych wyrażeń jéj różni- 
ezkowych i tuto właśnie leży znakomita zasługa Cauchego. 

Taki jest obecny stan matematyki w ostatnich jéj 
krańcach, i ta to jéj część jest przedmiotem pracy naszćj. 
Wyszliśmy z punktu na którym stanał Cauchy, lecz uda- 
liśmy się zupełnie inna drogą. 

Jakoż celem niniejszćj pracy jest, aby z danćj funkcyi 
lub równania wyrażonych w ilościach skończonych lub 
nieskończenie małych, bez rozwijania funkcyi lub równa- 
nia na szereg, oznaczyć nową funkcyą, któraby zawierała 
w sobie wszystkie własności konieczne dla jćj rozwinięcia 
na szereg; czyli inaczćj, któraby dawała: z jednćj strony 
granice zbieżności szeregu, z drugićj granice rozwijalności 
funkcyi na odpowiedni jéj szereg. Nie idzie więc już tu- 
taj o same własności funkcyi, lecz o wydzielenie z nićj 
tych własności, które ją usposobiają do rozwijania się na 
szereg. 

Tak postawione zadanie potrzebowało nowych dróg 
do jego rozwiązania, które udało nam sie odkryć. 


II. 


Pracę te podzieliliśmy na trzy ściśle z sobą połączone 
a jednak oddzielne cześci. 

Ponieważ rozwijanie funkcyi na szereg jest równa- 
niem, zachodzącćm między funkcyą i szeregiem czyli mię- 
dzy funkcyą o skończonćj liczbie związków i inną funkcyą 
o nieskończonćj ich liczbie; przeto aby takie równanie 
mogło być możliwem, potrzeba było poznać najprzód wła- 


dza 


przedewszystkiem więc badania nasze były skierowane do 
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poznania własności szeregów, a mianowicie praw ich zbie- 
żności, to jest poznania warunków, pod jakiemi szeregi 
mogą przedstawiać funkcyą. Jest to i powinno*być pod- 
stawą poszukiwań w tym przedmiocie. Dlatego też w cze- 
ści pierwszćj zamkneliśmy badania nasze nad Teoryq zbie- 
żności szeregów. 

Sześć rozdziałów składających te część przedstawiają 
w nowóm świetle te teorye, dotąd nadzwyczaj nieqostatecz- 
nie rozwiniętą, co właśnie było przyczyną małych rezulta- 
tów, otrzymanych w tym kierunku. Cała teorya składa 
się dotąd z kilku twierdzeń podanych przez Cauchego, 
Gaussa, Kummera, Bertranda i Pauckera, nie zupełnie roz- 


winiętych lub téż odnoszących się do szczególny ch rodzai 
funkcyi. ` 


W rozdziale pierwszym dowiedliśmy nowego prawa 
zbieżności szeregów, w formie podobnćj do prawa maxi- 
mów i minimów, lub szukania wartości nieoznaczonych; 
wyrażonego za pomocą pochodnych stosunku wyrazów 
poprzedniego do następnego, branych co do odwrotności 
ilości n, oznaczającćj miejsce wyrazów. 

Prawo to nowe nadzwyczaj proste składa się z dwóch 
części i daje sie tak wysłowić: 

1) Szeregi są w ogóle zbieżne lub rozbieżne, według 
tego jak stosunek: wyrazów poprzedniego do następnego staje 
się większy lub mniejszy od jedności w granicy, gdy n =% 

2) Gdy ten stosunek staje się w granicy jednością, to 
rozwijając go na szereg według odwrotności z n; szeregi będą 
zbieżne, gdy pierwszy ze współezynników rozwinięcia, który 
nie staje się jednością lub zero, według tego jak szeregi są 
o znakach jednakowych lub naprzemian idących, jest większy 
od jedności lub zera. W przeciwnym razie są zawsze rozbieżne. 
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Prawo to jest podstawa caléj téj cześci i zarazem 
podstawą wszystkich naszych badań. Pokazuje ono, że 
zbieżność szeregów nie tylko zależy od granicy stosunku 
wyrazów, lecz od wszystkich jego pochodnych aż do 
nieskończoności. 


W rozdziale drugim podaliśmy uogólnienie tego pra- 
wa i rozmaite własności z niego wynikające. Tu to poda- 
liśmy kilka innych form tegoż prawa, dowiedliśmy, że 
znane warunki zbieżności jak Cauchego i Kummera są 
tylko pierwszemi dwoma warunkami, składającemi nasze 
prawo, a które ciągnie sie, jak już wiemy, do nieskończo- 
ności; tak że po za warunkami oznaczonymi przez te dwa 
warunki, szeregi są jeszcze zbieżne ; a nakoniec wykazaliś- 
my, iż istnieją dla szeregów o znakach jednakowych sze- 
regi graniczne, stojące na granicy między rožbieżnemi 
i zbieżnemi i że miedzy temi szeregami granicznemi istnie- 
ja szeregi graniczne główne, które dopełniają wszystkich 
warunków do nieskończoności, i że między innemi, takim 
szeregiem granicznym dla funkcyi algebraicznych jest 
szereg znany rozbieżny : j 

l+z+głątzt e 
szeregi zaś oznakach naprzemian idących mają jeden tylko 
szereg graniczny, a ten jest: 
a—a+a—-ata—... i 
którego wyrazy stają się też same. Wszystkie te szeregi 


graniczne są rozbieżne. 


Dotąd jak wiadomo domyślano sie, iż szeregi granicz- 
ne są urojone; otoż one sa rzeczywiste i rozmaite, według 
postaci funkcyi z którćj pochodzą. 
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Prawo ogólne, dowiedzione w rozdziale pierwszym, 
musi modyfikować się stosownie do rodzaju funkcyi; w roz- 
dziale przeto 3, 4 i 5 przedstawiamy zastosowanie prawa 
ogólnego. 

W rozdziale trzecim stosujemy je do szeregów alge- 
„braicznych i logarytmowych i wyprowadzamy szczególne 
formy warunków nadzwyczaj proste i symetryczne. Tu to 
dowiedliśmy i rozwineliśmy między innemi warunki 
podane przez Gaussa dla funkcyi, których stosunek jest 
funkcyą algebraiczną ulomkowa. 

Gauss dowiódł, że, gdy stosunek wyrazów dąży do 
jedności, aby szeregi były zbieżne, potrzeba aby wspól- 
czynnik pierwszego wyrazu licznika był wiekszy od pierw- 
szego wyrazu mianownika; a gdy one są równe, potrzeba 
aby współczynnik drugiego wyrazu, zmniejszony współ- 
czynnikiem pierwszego był większy od współczynnika dru- 
giego wyrazu mianownika; gdy zaś jest od niego mniejszy 
lub równy, szeregi są rozbieżne. Tymczasem w granicy gdy 
ta różnica jest równą wspólczynnikowi drugiego wyrazu 
mianownika, szeregi mogą być jeszcze zbieżne; a bląd do- 
wodu Gaussa stanowi właśnie przejście przez szereg gra- 
niczny. Prawo zaś właściwe jest, że gdy stosunek wyrazów 
zbiega do jedności, szeregi są zbieżne, gdy pierwsza różni- 
ca współczynników dwóch wyrazów licznika, która nie 
staje się równa współezynnikowi takiegoż samego wyrazu 
mianownika jest od niego wieksza; w przeciwnym razie 
rozbieżne. Warunki wiec ciągną się do nieskończoności, 
'a gdy wszystkie są wypełnione, otrzymujemy szereg gra- 
micezny główny rozbieżny. | 

W tym rozdziale trzecim dowiedliśmy również, że wa- 
munki podane przez Bertranda i Pauckera, są szezególnemi 
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warunkami słażącemi dla szeregów logarytmowych i to 
w zawiłćj formie przedstawionemi. 

W rozdziale czwartym stosujemy prawo zbieżności 
do szeregów wykładniezych, peryodycznych i urojonych. 
Prawo to dla szeregów wykładniczych przybiera szczegól- 
ną forme niezależną od innych współczynników, jak tylko. 
od stopnia i współczynnika pierwszego wyrazu funkcyi 
stanowiących wykładnik i podstawę funkcyi wykładni- 
czćj. Godnóm jest uwagi, że funkcye te nie mają szeregów 
granicznych, lecz odrazu przechodzą ze zbieżnych W roz- 
pasi 

Szeregi peryodyczne sprowadzają się do tychże sa- 
mych praw, jak wszystkie powyższe, a zbieżność szeregów 
urojonych do zbieżności rzeczywistych; a zatem do warun- 
ków niezależnych od modułów wyrażeń urojonych. Wy- 
kazaliśmy tam nadto, co zresztą znane było, że warunki 
szeregu modułów nie są dostateczne do oznaczenia zbież- 
ności szeregów urojonych, i gdy szereg modułów przestaje 
być zbieżnym, szeregi mogą jeszcze być zbieżne i tylko 
w niedostatku praw ogólnych zbieżności, musiały one do- 
tąd zastępować prawo ogólne. 

W rozdziale piątym stosujemy to prawo do oznacze- 
nia warunków zbieżności iloczynu nieskończonćj liczby 
czynników, a w rozdziale szóstym i ostatnim rozwiązujemy 
zadanie oznaczenia liczby wyrazów jaka trzeba obliczyć 
na dane przybliżenie i podajemy nową forme reszty szeregu. 

Przyczynę główną, iż tak mało rozwiniętą została ta 
część rachunku, upatrujemy szczególniej w tóm, iż dotąd 
warunki zbieżności geometrowie starali sie przedstawiać 
nie w postaci stosunku wyrazu poprzedniego do następne- 
go, lecz odwrotnie nastepnego do poprzedniego; a jak ta 
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dowiedliśmy w rozdziale drugim, warunki te nie dają się 
przez te formę odwrotną stosunku przedstawić lub bardzo 
zawile i nie symetrycznie. 

Część ta, lubo nie jest nową zupełnie, przedstawia je- 
dnak nowe rozwinięcie; jak to można już osądzić z powyż- 
szego pobieżnego przedstawienia rzeczy i porównania z.do- 
tąd znanemi prawami. 


III. 


We wspomnionym już wyżćj rozdziale drugim cze- 
ści pierwszćj, jako prosty wniosek -podaliśmy prawo, iż 
granice zbieżności szeregu powstałego z rozwinięcia funkcyi 
według potęg rosnących saméj zmiennćj lub jćj przyrostu, 
oznaczają sie przez wartość stosunku pochodnój rzędu n—l 
do pochodnćj rzedu m wziętego n razy dla wartości n=% , 
to jest dla szeregu Taylora pod postacią: 


dla szeregu Maclaurina : 
pes. zaj] 
+ (F'O) Je 

Tento prosty wniosek jest podstawą nowego rachunku 
Junkcyi granicznych, rozwiniętego w części drugićj. 

Stosunek pochodnych po sobie idących wzięty n ra- 
zy dla n=% , ukazuje się pod postacią nieoznaczoną; lecz 
w każdym razie ma wartość skończoną, a że pochodne są 
funkcyami ilości zmiennych i n; przeto dla n=% warto- 
ści ich muszą być w ogóle pewnemi funkcyami ilosci 
zmiennych. Te to nowego rodzaju funkcye nazwaliśmy 


b 
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funkcyami granieznemi, jako stojącemi na granicy wszyst- 
kich funkcyi pochodnych i całkowych i oznaczamy je 
przez nowy znak (początkową literę wyrazu granica) G, 
tak że funkcya graniczna i wszystkie jéj prawa zawarte są 
w równaniu: 


n—1/, 
G /(2) (a) = ("R cje |- i 


to równanie jest zarazem definicyą funkcyi granicznćj. 


Sposób znany dla oznaczenia wartości wyrażeń uka- 
zujących się pod postacią nieoznaczoną, nie daje się sto- 
sować do wyprowadzenia funkcyi granieznćj z wyrażenia 
(1); albowiem biorac pochodne co do n osobno z licznika, 
osobno z mianownika drugićj jego strony, otrzymujemy 
podobne wyrażenia, które znowu są nieoznaczone; potrze- 
ba wiee było szukać nowych dróg do oznaczenia tćj 
funkcyi. 

Jakoż drogi te znaleźliśmy w samym wzorze (1), 
i cała część druga, obejmujaca cztery rozdziały, podaje 
prawa otrzymania granicznych danych funkcyi o jednćj 
zmiennćj, równań i funkcyi o wielu zmiennych, nakoniec 
równań różniczkowych. 

Ostatecznóm prawem tego rachunku jest: że każda 
funkcya lub równanie może mieć jedną lub kilka granicznych 
funkcyt i wszystkie są albo nieskończone, lub téż są stosunkiem 
pewnej funkcyi w skład funkcyi danćj lub równania wchodzą- 
cdj do jéj pochodnćj pierwszej. 

Z tego prawa wynikają ważne wnioski: 

Że graniczna nie może być ani skończoną, ani zero, 
dopóki zmienna ma wartości dowolne. 
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Że wszystkie pochodne i całki z funkcyi danćj mają 
za graniczną tęż samą funkcyą, ztąd to funkcye te nazwa 
liśmy funkcyami granicznemi, jako stojącemi na granicy 
funkcyi całkowych i pochodnych. 

Że graniczne funkcyi algebraiczno-całkowitych, wy- 
kładniczych, wstaw i dostaw łuku wielokrotnego i t. p. są 
nieskończone, 

Że graniczne funkcyi' algebraicznych innych jak cał- 
kowite, logarytmowych it. p. są stosunkiem pewnćj funkcyi 
w skład tych funkcyi wchodzących do jéj pochodnćj; i t. p. 

Takie są ważniejsze prawdy dowiedzione w téj dru- 
gićj części, które pozwalają z łatwością wyciągnąć z danćj 
funkcyi lub równania graniczną żądaną. 

Na te część, jako zupełnie nową, zwracamy szczegól- 
ną uwage czytelnika, a mianowicie na prostote praw ra- 
chunku nowego, a przechodzimy do części ostatnićj, to jest 
do zastosowania tego rachunku do rozwijania funkcyi 
na szeregi. 


IV. 


Wiemy, że podstawą teoryi rozwijania funkcyi na szeregi 
jest szeregTaylora,czyli raczćj wzór według którego dopełnia 
się rozwijanie; wiemy także, że w wielu przypadkach wzór 
ten nie służy co nazywamy, iż wpada w błąd; widocznie 
więc brak mu ogólności, jaką mieć winna prawda, tak 
rozległe mająca zastosowanie; dlatego przedewszystkiem 
wypadało z kolei rzeczy podać nowy wzór rozwijania 
funkcyi na szeregi zbieżne, co rozwiniętém zostało w roz- 
dziale pierwszym Części trzeciej. 

http://rcin.org.pl 


XI PRZEDMOWA. 


Wzór nasz ma forme podobną do wzoru Tay- 
lora, lecz jest zupełnie ogólny; różni się tém, iż składa się 
z dwóch części: z szeregu i równania zbieżności. Szereg ma 
postać ogólna, przez wprowadzenie doń ilości dowolnćj; 
tak, że od nas zależy zrobić go w każdym przypadku zbie- 
żnym, nadając stosowne wartości tćj ilości dowolnćj. 

Równanie znowu zbieżności daje nam granice w ja- 
kich ta dowolna powinna być wziętą, aby szereg był zbie- 
żnym; zatem zbieżność szeregu leży w równaniu i dlatego 
nazwaliśmy go równaniem zbieżności. 

- Równanie to ma forme: 


h=4+ Gf (2) (2) mia 


i wyraża sie jak widzimy przez funkcyą graniczną wzięta 
co do æ z funkcyi danćj, dla wartości 74a; jestto równa- 
nie między dwiema ilościami danemi «æ ih i ilością do- 
wolną a. 

Widoczna z samćj postaci tego równania, że granice 
dla h mogą sie zmieniać stosownie jak a sie zmienia, gdy 
zakładamy æ stałe; zatem widocznie zbieżność możemy 
zmieniać, rozszerzać i ścieśniać granice dowolnie, nadając 
dla a stosowne wartości. 

Ztąd rozległość w jakićj funkcya daje się rozwinąć 
na szereg może się zmieniać, i tę rozległość zowiemy rozeią- 
giem zbieżności. Wyraża się on wprost przez samą grani- 
czną w postaci: 


5 = 2 Gf (2) (x) aa 


i równa się podwójnćj wartości tejże granicznćj. 
Ponieważ: rozciag zbieżności zmienia sie, więe: mo- 
żna szukać jego maximum; to jest szukać warunków naj- 
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większćj rozległości granie i zadanie powiększenia granie 
zbieżności daje się w zupełności, jak widzimy, rozwiązać. 


Wypada z tego, że każdy wzór rozwinięcia winien 
koniecznie składać się z dwóch części i równanie zbieżno- 
ści powinno zastąpić dodawanie reszty szeregu, która nie 
ma żadnego znaczenia. 


Po podaniu nowego wzoru z porządku rzeczy nale- 
żało do każdego wzoru dodać odpowiednia i jemu właści- 
wą formę równania zbieżności i ocenić jego ważność; dla 
tego w rozdziale drugim z wzoru ogólnego wyprowadzi- 
liśmy kilka szczególnych, wprowadzając pewne warunki; 
itu pokazało się, że znane wzory Taylora, Maclaurina, 
Bernoullego it. p., są tylko szczególnemi przypadkami na- 
szego wzoru; a przypadki gdzie te wzory wpadają wbłąd, 
są to przypadki nie objete równaniem zbieżności, są więc 
niewłaściwóm tylko ich zastosówaniem po za granicami 
one warunkujacemi. 


W tymże rozdziale dowiedliśmy, iż wzór na rozwija- 
nie funkcyi według potęg z wielokrotności zmiennćj nie 
daje się zastosować jak tylko do funkcyi, których grani- 
czna jest nieskończoną, to jest: do algebraiczno-całkowi- 
tych, co objęte jest znanym wzorem Abela; do funkcyi 
wykładnicznych, wstaw i dostaw łuków wielokrotnych 
i innych; a dla wszystkich innych nie ma żadnego zna- 
czenia i nie powinien być uważanym za ogólny; nakoniec 
dowiedliśmy, że szeregi Stirlinga i Boolego, mają zarówna- 
nie zbieżności zero, czyli, że nie wyrażają żadnćj części 
tunkcyi i nie maja żadnego znaczenia, a zatem powinny 
być wyrzucone z rachunku. 
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W rozdziale trzecim podaliśmy nowy wzór podobny 
podanemu w rozdziale pierwszym, lecz dający rozwiniecie 
funkcyi na szereg według potęg odjemnych samćj zmien- 
nej lub jćj przyrostu; dowiedliśmy, że granice tego nowego 
wzoru obejmują nieskończoność, tak jak granice pierwsze- 
go obejmują zero; a zatem, że granice te zupełnie są inne; 
tak że wzór ten służy właśnie w tych przypadkach, gdy 
tamten ustaje i oba moga tylko przedstawiać funkcyą, 
w całćj obszerności; dla tego można go nazwać dopełnia- 
jącym; wskazaliśmy warunki, kiedy funkcya w części 
swój rozciągłości może zarówno dobrze rozwinąć się na oba 
szeregi i w tćj części jest zdolną, rozwinąć się na summe 
obu szeregów; i nakoniec dowiedliśmy, że szeregi podane 
przez Cauchego i Laurenta niczćm innćm nie są, jak tyl- 
ko szeregiem Taylora, przedstawionym w zawiłćj formie. 


Rozdział czwarty poświęciliśmy zastosowaniu teoryi do 
przykładów, gdzie pokazaliśmy, jak granice zbieżności 
zmieniają sie ze zmianą ilości dowolnćj; dowiedliśmy, że 


rozwinięcia na szereg funkcyi : æ dotz i = według poteg 


rosnących z x niemają żadnego znaczenia, a liczne z nich 
powyprowadzane wzory, we PAIRE i działach rachun- 
ku wyższego, potrzebują przejrzenia, sprawdzenia i wyrzu- 
cenia niepotrzebnych z nauki. Tu wiec nasza teorya przed- 
stawiła sie jako wyborna kontrolla, aby napróżno nie 
gmatwać nauki wzorami bez znaczenia lub téż błędnemi. 


W rozdziale piątym rozwiązaliśmy dwa zadania 
powiększenia granic rozwijalności funkeyi i powiększenia 
zbieżności szeregów, dotąd nie znanych z przyczyny, że 
szeregi Taylora i Maclaurina nie zawierają ilości, którą 
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możnaby bylo rozporządzać i że nie znaliśmy związku, to 
jest równania zbieżności łączącego ilości, wchodzące do 
rozwinięcia funkcyi, które tylko może dać rozwiazanie 
tych zadań. s 


Tu dalćj wytłumaczonym został paradoks znany, że 
szeregi rozbieżne przez pewne przekształcenia stają sie zbie- 
żnemi i odwrotnie; że zatem szereg rozbieżny można uczy- 
nić zbieżnym, czyli co na jedno wychodzi, że szeregi roz- 
bieżne mogą wyrażać funkcyą. Paradoks ten nic innego 
nie jest tylko wnioskiem prostym z tćj własności funkcyi, 
1ż można rozszerzyć granice zbieżności szeregu zmieniając 
wartość ilości dowolnćj, co w pewnym względzie rzeczy- 
wiście zmienia szeregi rozbieżne na zbieżne; a raczój daje 
nowe szeregi, gdy tamte ustają; lecz to właśnie dowodzi, 
że szeregi rozbieżne, nie mają żadnego znaczenia i mogą 
być zastąpione innemi szeregami, gdy ilości dowolnćj nada- 
my inne wartości, rozszerzające granice zbieżności szeregu. 


W rozdziale szóstym zastosowaliśmy naszą teoryą do 
równań.i funkcyi o wielu zmiennych. Podaliśmy równa- 
nie zbieżności dla szeregów Lagrange'a, Laplace'a i Bur- 
manna. Dowiedliśmy sposobem prostym i uogólniliśmy 
twierdzenie Laplace’a, że potegi całkowite wstawy i dosta- 
wy łuków wielokrotnych funkcyi jakiejkolwiek rozwijają 
się na szeregi zbieżne, w tychże samych granicach, co i sa- 
ma funkeya, i dopełniliśmy go drugą częścią co do potęg 
odjemnych, ułomkowych i logarytmów danćj funkcyi. 

W rozdziale siódmym miedzy przykładami podaliśmy 
graniee rozwiniecia równania ruchu planet według poteg 
rosnących mimośrodu, i dowiedliśmy, że szeregi, które 
wyrażają pierwiastki ruchu planet, uszykowane według 
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poteg rosnących mimośrodu są zbieżne dla wszystkich 
wartości tegoż mimośrodu mniejszych od ,; gdy Lapla- 
ce i Cauchy podali te granice na 0, 66195 czyli 74,, to 
jest, że pierwiastki ruchu planet dają sie obliczać przez 
szeregi, uszykowane według poteg rosnących mimośrodu 
dla planet, których drogi są niezbyt spłaszczone i zbliżają 
się do koła. 

Nakoniec w rozdziale ósmym i ostatnim porówna- 
liśmy naszą teoryą, z teoryą funkcyi Cauchego, a z twier- 
dzeń tamże podanych wynika, że nasze funkcye graniczne 
obejmują w sobie wszystkie własności usposobiające fun- 
kcya daną do rozwinięcia na szereg zbieżny w danych 
granicach; czyli inaczćj że one zawierają w sobie wszystkie 
własności, a zatem są rzeczywiście temi własnościami fun- 
keyi z nićj wydobytemi, tak, że w twierdzeniach Cauchego 
zamiast funkcyi synektycznej, dość jest podstawić jéj 
funkcyą graniczną, a bedziemy mieli twierdzenia do ja- 
kich prowadzi nasza teorya. 

Nasza więc teorya zupełnie jest zgodną z teoryą Cau- 
chego, jednakże wychodzi z nowego początku, nie wikła się 
w ilościach urojonych i prowadzi drogą prostą do celu 
wytknietego przez Cauchego. 

Dla zmniejszenia objętości dzieła nie obciążaliśmy go 
rzeczami dobrze znanemi, przyjmując je jako wiadome 
i odsyłając czytelnika do dzieł, które cytujemy we właści- 
wych miejscach. 


V. 


Przedstawiwszy pobieżnie odkryte przez nas nowe 
prawa rachunku, stosunek i związek ich z ostatnimi poste- 
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pami nauki, niech nam wolno będzie przedstawić jeszcze 
stosunek ich do całości nauki. 

Wiemy, że zasady rachunku infinitesimalnego (to 
jest różniczkowego i całkowego) opierają się na ilościach 
nieskończenie małych (Leibnitz, Newton), które nikną 
przy ilościach skończonych lub nieskończenie małych rze- 
dów niższych; lub tćż na uważaniu tych ilości jako stają- 
cych się zero (Euler); lub nakoniec uważając je za gra- 
nice wartości, gdy zmienna dąży do zera (Maclaurin, 
D'Alembert), który to ostatni sposób uważania rzeczy 
przyjęty został dziś powszechnie. 

Lagrange (*) dowiódł, że wszystkie te pojęcia są nie- 
zgodne z duchem nauk matematycznych; jakoż ilości nie- 
skończenie małe są obce nauce i zaczerpniete ze świata 
materyalnego; tak, że na nich oparta nauka rachunku 
przedstawia się jako nauka odrebna bez związku z ele- 
mentarnemi podstawami nauki. Sprowadzenie tych ilości 
do zera tém bardzićj utrudnia pojęcie, sprowadzając ich 
stosunki do postaci nieoznaczonych. Ostatnie zaś pojęcie, 
Jako granic, gdy zmienna dąży do zera, jest nie ścisłe; 
albowiem zero nie jest nigdy granicą wartości ilości; 
prawdziwą granicą może być tylko nieskończoność, i tak 
tćż granice były pojmowane przez starożytnych geometrów; 
u nich granice są to ilości, których przejść nie można, 
do których jednak zbliżyć się można tak jak chcemy; np: 
assymptota jako styczna w nieskończoności do linii krzy- 
wój i t. p. 

Zasadzając się na tóm, Lagrange bierze za podstawe 
rachunków wyższych rozwinięcie funkcyi na szereg, dowo- 


(*) Lagrange. Leçons sur le calcul des fonctions. Paris 1806 nouv. 
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dzi jaką powinna być postać tego rozwinięcia i wprost 
współczynniki potęg zmiennćj w rozwinięciu zowie pocho- 
dnemi funkcyi danćj; tym sposobem bez żadnych hypotez 
co do powstawania pochodnych, opierając się na zasadach 
algebry, sprowadza te rachunki do początku czysto alge- 
braicznego i zgodnie z duchem nauk matematycznych. 

Teorya funkcyi analitycznych i rachunek funkcyi 
w których rozwinął powyższe zasady, są znakomite jego 
dzieła, uderzające nas swą jasnością, prostotą i symetryą 
wzorów, któremito przymiotami odznaczają sie wszystkie 
pisma tego wielkiego geometry. 

Gdy jednak w tóm uważaniu rzeczy nastręczały się 
nowe trudności, a mianowicie, że samo rozwinięcie nie 
miało znaczenia jak tylko o tyle, o ile szereg jest zbieżny; 
zatem znowu podstawa obrana przez Lagrange'a okazała się 
nie ścisła; uczeni jednak, zamiast starać się przełamać te 
trudności, poszli inną droga, przyjmując za podstawę ra- 
chunków teoryę granie. 

Brakowało więc rzeczywiście dziełom Lagrange'a sta- 
łości podstawy i dlatego stoją one dotychczas na uboczu, 
jakby odrębne, niezgodne z duchem nauki tegoczesnćj, 
lecz zawsze jaśnieją swa wielką i uderzającą myślą i są 
źródłem niewyczerpanóm nauki i będą zawsze dziełami 
klassycznemi. 

Teorya nasza i tu rozwiezuje trudności, a E TEN 
stałość podstawie obranej przez Lagrange'a, pozwala spro- 
wadzić rachunki do początku czysto algebraicznego. 

Jakoż teorya funkcyi analitycznych i rachunek fun- 
keyi są doskonałym wykładem rachunków różniczkowego 
i intergralnego, sprowadzonych do prostych zasad algebry 
i przedstawiających sie jako dwa odwrotne działania: bra- 
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nia pochodnych z funkcyi pierwotnych i otrzymania pier- 
wotnych z pochodnych danych; odpowiednie mnożeniu 
i dzieleniu, podnoszeniu do potęg i wyciąganiu pierwiast- 
ków. Cześć pierwszą naszćj pracy można uważać za wstęp 
do powyższych dzieł; albowiem podaje ona granice każde- 
go szeregu wyrażone w postaci stosunku dwóch wyrazów, 
zbiegającego się do jedności w granicy dla n = s ; to jest 
postaci 


U 


i ta to granica ściśle odpowiada pojęciu granie staroży- 
tnych geometrów. 

Dodawszy te granice, dowód wzoru rozwijania na 
szeregi podany przez Lagrange'a staje się doskonałym 
i ścisłym, gdy po założeniu, że zmienna æ zostaje dowol- 
ną, jak to uczynił Lagrange, dodamy do tego rozwi- 
nięcia granice powyższe zastosowane do formy rozwinię- 
cia, to jest jak to otrzymaliśmy w części pierwszćj i zgo- 
dnie z przyjętćm przez niego znakowaniem funkcyi po- 
chodnych 


tat] 


Bei 
n 
g 
gdzie druga strona jest funkcyą 2, a że z jest dowolne, daje 
więc granice zawsze możliwe do otrzymania i pokazuje, 
że wzór ten nie wpada w błąd nigdy, albowiem tu z za- 
stępuje naszą ilość dowolną a. 

Tak wiec można i potrzebaby w wykładach rachun- 
ku wyższego iść droga wskazaną przez Lagrange'a i połą- 
czyć rachunki te z całością nauki, a tym sposobem pocho- 
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dne bedą to pewne funkcye otrzymane według pewnego 
prawa z funkcyi danćj, a na odwrót z pochodnych otrzy- 
mane funkcye pierwotne nie innego nie będą, jak tylko 
całki, i dwa rachunki różniczkowy i całkowy, sprowadzą 
się do początku czysto algebraicznego i złożą dwie części 
czyli dwa rachunki odwrotne sobie: rachunek funkcyi po- 
chodnych i rachunek funkcyi pierwotnych (eałkowych.) 


Nasze funkcye graniczne jako łączące w sobie wła- 
sności pochodnych i całek, składają część trzecią i rzeczy- 
wiście stanowią trzeci rachunek funkcyi granicznych, dla 
tego nazwaliśmy go nowym rachunkiem. 

W stosunku więc do całości nauki, rachunek funkcyi 
granicznych powinien być uważany jako trzeci rachunek 
dopełniający dwa rachunki funkcyi pochodnych (różnicz- 
kowy) i pierwotnych (całkowy) i składający z niemi 
doskonałą całość. 


Warszawa, dnia 1 Marca 1865 r. 


| 


7 Witkowski. 
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DEFINICYE, WYRAZY I ZNAKI NOWE, LUB STALE UŻYTE 
W TÉM DZIELE. 


1. Iloczyn czynników rożniących się wartością jednéj z ilości 
w skład czynników wchodzących, która przybiera wartości 
kolejne liczb porządkowych od 1 do n oznaczamy stale przez 
znak ! kładąc go przy ostatnim czynniku, np. 

(a+b) (2 ab) ($a--D).... (na--b) = (anb) ! 
(Część 1, rozd. 1, $ 9i t. d.) 


2. Iloczyn czynników, w których jedna ilość przyjmuje warto- 
ści porządkowe od m do n oznaczamy przez znak ? kładąc 
go między dwoma skrajnemi czynnikami, np. 

(am -rD).... (an+b) = (am 4-0)? (an--0) 
(Część 1, roz. 1, $ 9 i t. d) 


8. Dwumiany «+a, w których jeden wyraz jest ilością tąż- 
samą a drugi zmienia się, oznaczamy dla skrócenia przez 
wyraz zmieniający się objęty w nawiasy [ ] np. 

(x--a) (1-6)... = [a] [6]... 
(Część 3, roz. 5, $ 185 i t. d.) 


4. Znak podstawienia pojedynczego. Gdy w wyrażeniu ilość 
zmienna przybiera wartość szczególną, wyrażenie to zmie- 
nia także wartość i otrzymujemy ją podstawiając za tę ilość 
jéj wartość. Lecz gdy chcemy tylko wskazać to podstawie- 
nie, zamykamy dane wyrażenie lub ilość w nawias; kładąc 
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DEFINICYE, WYRAZY 1 ZNAKI. 


u spodu nawiasu jéj wartość i ten znak zowie się znakiem 
podstawienia pojedynczego, np. 


(F(r))a zi F(a), (S, )» = Sa 


(Część 1, roz. 1, $4it.d. Część 2, roz. 1, $ 82 it. d.) 
Znak podstawienia podwójnego. Gdy w wyrażeniu ilość 
zmienna przyjmuje dwie wartości szczególne, i gdy chce- 
my wyrazić różnice jego wartości, używamy znaku /, pi- 
sząc te wartości u dołu i u góry np. 


| Fo = F(6) — F(a) . 


(Część 3, rozd. 2, $ 148, i t. d.) 


. Ilość urojoną stale wyrażamy przez ilość rzeczywistą mno- 


żoną przez znak urojoności ż, który wyraża pierwiastek z— / 
np. i = |/—/, podobnie a + bi =a + by — 1. Ilość 
urojoną wyrażamy jeszcze przez 
a + bi = r (dos £ + t wst ż) 
wtedy r zowie się modułem a t argumentem ilości urojonćj. 
(Część 1, rozd. 4, $ 62 i t. d). 


Wartością początkową rozwinięcia funkcyi na szereg zo- 
wiemy wartość początkową zmienćj, od którćj zaczyna się 
rozwinięcie, czyli dla którćj bierzemy wszystkie pochodne. 

**(Część 8, roz. 1, $ 124it. d.) 


Ilością porządkującą zowiemy ilość, według potęg którćj 
następuje rozwinięcie; może nią być sama zmienna, lub jćj 
przyrost, albo taż zmienna lub przyrost zmniejszony lub 
powiększony wartością początkową. 

(Część 3, roz. 1, $ 124 it. d.) 
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9. Stosunkiem szeregu zowiemy stale stosunek któregokolwiek 
jego wyrazu do tuż następującego, jest on funkcyą liczby 
oznaczającćj miejsce wyrazów i oznacza się przez 

Ux 
PIB 
(Część 1, roz. 1, $ 8it. d.) 


10. Szereg graniczny jest to szereg stojący na granicy między 
zbieżnemi i rozbieżnemi szeregami; a jego stosunek wyraża 
się przez warunki zbieżności. 

(Część 1, roz. 2, $ 21, i t. d.) 


11. Szereg graniczny główny jest to szereg graniczny między 
wszystkiemi szeregami granicznemi, a stsóunek jego dopeł- 
nia wszystkich do nieskończoności ciągnących się warunków 
zbieżności. 

(Część 1, roz. 2, $ 21 i t. d:) 

12. Szeregiem głównym zowiemy szereg uszykowany według 

potęg rosnących ilości porządkującćj. 
(Część 3, roz. 1, $ 124.) 


13. Szeregiem dopełniającym zowiemy szereg uszykowany we- 

dług potęg ubywających ilości porządkującćj. 
(Część 3, roz. 3, $ 151.) 

14. Szeregiem normalnym zowiemy szereg, którego każdy wy- 
raz następny daje w wartości szeregu wyrażonćj w liczbach 
dziesiętnych, nową cyfrę dziesiętną i takim jest postęp ilo- 
razowy, którego stosunek jest 10. 

(CzęSć E LOZ It, Q.) 


15. Granice zbieżności szeregu są to wartości szczególne ilości 

porządkującćj, między któremi szereg zostaje zbieżnym. 
(Część 3, roz 1, $ 132.) 

16. Granice rozwijalności funkcyi są to szczególne wartości 
ilości porządkującej, które niekiedy zowiemy wartościami 
krytycznemi, między któremi mogą zmieniać się granice zbie- 
żności szeregu, na który rozwija się funkcya. 

(Część 3, roz. 1, $ 132). 
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17. Funkcyą graniezną nazywamy wartość oznaczoną stosunku 
dwóch pochodnych tuż po sobie idących, wziętego n razy, 
dla a=» i oznaczamy ją przez G np. 

n—I 
Gy) = G Pee) = | 
SB LAŁ 
(Część 2, roz. 1, $ 82 it. d.) 


18. Równaniem zbieżności zowiemy równanie, dające granice 
zbieżności szeregu; otrzymujemy je równając ilość porząd- 
kującą z funkcyą graniczną danćj funkcyi, wziętą dla war- 
tości początkowćj rozwinięcia. 

(Część 3, roz. 1, $ 125i t. d.) 


19. Rozciągiem zbieżności zowiemy rozciągłość, w jakićj fun- 
kcya dana daje się przedstawić przez szereg, czyli różnicę 
wartości granicznych ilości porządkującćj; oznaczamy go 
przez g i jest on równy podwójnćj funkcyi granicznćj, to jest: 

g=2GFla(2).. 
(Część 3, roz. 1, $ 126 i t. d.) 


20. Rachunkiem funkcyi granicznej zowiemy rachunek, za pomocą 
którego z danćj funkcyi otrzymujemy jéj funkcyą graniczną. 
"(Część 2, roz. 1, $82 it. d.) 
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NOWY KACHUNEK 


FUNKCYI GRANICZNYCH 


I JEGO ZASTOSOWANIE. 


"W.STĘP. 


4. Nazywamy w ogóle funkcyą jednćj lub wielu ilości, ka- 
żde wyrażenie, w którćm te ilości wchodzą z sobą połączone w ja- 
kikolwiek, lecz oznaczony sposób, za pomocą znaków przyjętych 
w rachunku. 

Wyrażenie takie może być połączeniem ilości stałych i zmien- 
nych. 

Jeżeli wyrażenie składa się z nieskończonćj liczby wyrazów, 
utworzonych według pewnego prawa, nazywa się szeregiem, 
a oznaczając ilości stałe przez a.... zmienne przez «...., wyraz 
jakikolwiek u„ będzie funkcyą z ilości a..., «... i liczby n 


tw e asa 410) 
a szereg sam można ogólnie wyrazić przez 


RACZEJ. 
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Gdy potrafimy wyrazić tę ilość nieskończonćj liczby wyrazów 
przez pewien związek tychże ilości w skończonćj ich liczbie, i gdy 
oznaczymy ten nowy związek tychże ilości prape: 


TA E N A 
otrzymamy równanie: 
EUPIA EERIE E A E S) (1) 


Gdy ilości »... zmieniają się, zmienia się wartość obu stron 
tego równania. Pierwsza będąc ograniczoną czyli oznaczoną licz- 
bą związków ilości, będzie nabywać w ogóle pewne wartości skoń- 
czone i oznaczone, i dla szczególnych tylko wartości zmiennćj, 
może stawać się nieskończoną. 

Przeciwnie, druga strona zawierając nieskończoną liczbę wy- 
razów, w ogóle będzie się zmieniać jak i pierwsza, lecz może mićć 
wartości ciągle nieskończone, i wtedy wyrażenie to nie ma żadne- 
go znaczenia. 

Równanie więc (1) o tyle będzie mićć znaczenie, o ile summa 
nieskończonćj liczby wyrazów, zawarta w drugićj stronie, nabywa 
wartości skończonych, gdy ilości zmieniają się, i wtedy tylko mo- 
że wyrażać ściśle stronę pierwszą. 

Z natury szeregu wypływa, że ponieważ każdy wyraz skła- 
da się z tych samych ilości, przeto gdy one zmieniają się, szereg 
będzie zmieniał się i od pewnych wartości zaczynając, może już 
mieć wartości ciągle nieskończone, gdy druga strona może mićć 
wartości skończone w ogóle dla wartości zmiennych, wziętych 
w pewnych granicach; w tych więc tylko granicach, równość (1) 
może miéć miejsce. Ztąd wypada, że równanie (1) nie może być do- 
skonale identycznóm, lecz musi być uwarunkowione pewnemi wa- 
runkami, dającemi granice, w których ono ma miejsce. Znalezie- 
nie tych warunków, stanowi konieczność niezbędną równania (1) 
bez których wyrażenie to jest zwodniczóm, i nie ma żadnego zna- 
czenia. 

2. Ponieważ równanie (1) składa się z dwóch części oso- 
bnych: z funkcyi i szeregu, przeto aby szereg wyrażać mógł fun- 
kcyą, musi zachowywać wartości oznaczone w pewnych granicach, 
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czyli być zbieżnym; funkcya znowu, aby mogła być równą szere- 
gowi, powinna być zdolną wyrazić się przez szereg przynajmnićj 
w pewnych granicach, czyli być rozwijalną na szereg. 

Ztąd więc wypływają oddzielne dwie teorye: 

1. Teorya zbieżności szeregów, dająca nam granice, w któ- 
rych szeregi zostają stale zbieżne, czyli mają wartości oznaczone, 
bez względu na rodzaj funkcyi z-którćj powstały. 

2. Teorya rozwijalności funkcyi, dająca nam granice, w któ- 
rych każda funkctya zdolną jest rozwinąć się na szereg nieskoń- 
czonćj liczby wyrazów, bez względu, w jaki sposób to rozwinięcie 
następuje. 

A że szereg musi powstać z funkcyi którą ma wyrażać, lub 
funkcya musi wydać ten szereg, a więc warunki te muszą być temiż 
samemi warunkami, doskonale identycznemi. 

Znając więc prawa zbieżności szeregów, powinniśmy z nich 
otrzymać prawa rozwijalności funkcyi na szereg. 

Otóż rzeczywiście teorya zbieżności szeregów, daje podstawę 
'mowemu rachunkowi, który nazywamy: 

3. Mtachunkiem funkcyi granicznych, którego znowu pro- 
'stóm zastosowaniem jest teorya rozwijalności funkcyi. 

Trzy te teorye składają więc zupełną całość i są przedmiotem 
itrzech części niniejszego wykładu. 


f 
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CZĘŚĆ PIERWSZA. 


TEORYA ZBIEŻNOŚCI SZEREGÓW. 


Nie mamy dotąd ogólnego prawa dla: poznania, czy sze- 
reg jest zbieżnym lub rozbieżnym, albowiem podawane dotąd 
- prawidła, służą tylko dla szczególnych postaci szeregów, a uwa- 
żanie reszty szeregu, często prowadzi do rachunków trudnych 
i niemożliwych do wykonania; a jednakże zadanie to jest bardzo 
ważnóm w badaniach matematycznych, zwłaszcza tam, gdzie 
w ostatecznych wypadkach przychodzimy do szeregów, które ma- 
ją wtedy tylko znaczenie, gdy są zbieżne. 

Zadanie to stanowi dotąd w rachunku jedno z pytań, nieroz- 
wiązanych w całćj ogólności. 

W téj części będziemy się starali rozwiązać to zadanie i po- 
dać ogólne prawa zbieżności szeregów. 
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ROZDZIAŁ PIERWSZY. 


PRAWA ZBIEŻNOŚCI SZEREGÓW. 


%. Szeregiem w ogóle nazywamy nieskończoną liczbę wyra- 
zów, utworzonych podług pewnego, oznaczonego prawa i połączo- 
nych z sobą znakami więcćj lub mnićj. 

Prawo więc tworzenia się wyrazów, musi być dane: albo 
w postaci związku między wyrazami, albo tóż w postaci wyrazu 
n go, który będzie funkcyą liczby » oznaczającćj miejsce wy- 
razı. 

Gdy mamy dany związek między wyrazami, łatwo z tego 
związku oznaczymy wyraz ogólny n ty, a tak w każdym razie ma- 
my dany wyraz ogólny szeregu. 

Pod względem formy szeregi mogą być trojakie: albo zaczą- 
wszy od pewnego wyrazu, wszystkie następne mają znaki jedna- 
kowe, albo naprzemian idące, albo téż tworzą gruppy mające też 
same znaki. 

Pod względem wartości bezwzględnćj, zacząwszy od pewnego 
wyrazu, one mogą jednostajnie lub peryodycznie zmieniać się. 

Wszystkie powyższych rodzai szeregi, mogą być pod wzglę- 
dem znaczenia swego zbieżne lub rozbieżne, to jest, których summa 
wyrazów ma wartość skończoną i oznaczoną, albo tćż nieskończenie 
wielką. 
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Æ. W ogóle jeżeli wyrazy ‘szeregu oznaczymy przez 
u, u,.... a jego summę przez S będzie: 


> S = uo tür Uaz + ... 


i S będzie to summa wszystkich wyrazów przedłużonych do nie-' 
skończoności. Wyraz ogólny tego szeregu oznaczamy przez u, . Je- 
żeli bierzemy summę n pierwszych wyrazów i. oznaczymy ją przez 
S„ a resztę wyrazów po n tym przez R, będzie: 


S = S, + R, (a) 


Wniosek 1. Gdy 'szereg jest zbieżny, czyli gdy ma wartość 
skończoną i oznaczoną, to summa S, zbierając w nićj coraz więcćj 
wyrazów, coraz więcćj zbliża się do wartości $, tak, iż gdy zawie- 
ra wszystkie wyraży, czyli gdy n jest o , summa S„ będzie równa 
summie S, tak że można napisać: f 


(E ee; oy Sa 52.8. 


Wniosek 2. Gdy w wyrażeniu (a) n rośnie i staje się równe 
mieskończoności, a szereg jest zbieżnym, będzie: 


8=($%).+(B) a 
a 
a że: SPA NB SE" przeto (R ) „ O 
- 
to jest: w szeregu zbieżnym reszta szeregu po n wyrazach, musi 
dążyć z n do zera, czyli mićć za granicę zero. 
Zatóm koniecznym wnioskiem z definicyi szeregu zbieżnego 


jest: że reszta szeregu musi dążyć z n do zera, jak tylko szereg ma 
wartość oznaczoną i skończoną, czyli gdy jest zbieżnym. 


Wniosek 3. Gdy w wyrażeniu (a) położymy n—l za n będzie: 
DT w, 
a odejmując od (a) otrzymamy: 
Ri | Un + R, R T1z=0 
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a gdy szereg jest zbieżny, wiemy że reszty dążą do zera, a zatóm 
- gdy n dąży w tém wyrażeniu do ©, R„ i R. dążą do zera, więc 


Cua Ja =O 


to jest. że gdy szereg jest zbieżny, wyraz niy dąży zn do zera, 
czyli ma za granicę zero, 


Uwaga. Wszystkie te prawdy nie mogą być odwrócone, i gdy 
one mają miejsce, szereg może nie być zbieżny. Wiele po- 
dobnych wniosków można wyciągnąć z samego orzeczenia 
zbieżności szeregów, które jako nieużyteczne w dalszym cią- 
gu opuszczamy (*). j 


5. Z orzeczenia szeregów wypada, że nie możemy dowol- 
nie przemieniać miejsca wyrazom, albowiem każdy wyraz będąc 
funkcyą liczby oznaczającćj miejsce ze zmianą téjże i swego 
miejsca, powinien zmienić i wielkość. I tak niech będzie szereg (**). 


Wartość ku którćj dąży S„ , gdy m rośnie do nieskończoności, - 
jest summą szeregu i oznaczamy przez §. 
Jeżeli napiszemy szereg ten pod postacią: 


(*) Patrz: Catalan „Traité élémentaire des sćries:* Rozdział 2. tw. 1, 
2, 8.1 td, 


(**) Patrz: Bertrand: „Traité de calcul différentiel,“ Paris 1864 
pag. 250. 
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widocznie ten szereg musi mićć i inną wartość, i nie jest równy 
powyższemu, chociaż się składa z tych samych wyrazów; albo- 
wiem przedłużając go do nieskończoności, wyrazy dodatne w dwa 
razy większćj liczbie wchodzą jak odjemne, a wyraz ogólny jest 
teraz: 

4 


Un = ———---— ——— 
(500s a + wst = — 1 Je +1) 


Uważając że mamy: 


RZN R ) 
i n+l 2n+1 2Żn+2 


1 il 1 
Maz E EPEE T- 
> ki? 4n-+3 2ni ; 


a że można napisać jeszcze 


1 l 1 1 
oz; 2 (manat 4n+3 spa) 
Zatóm 


A TE L 1 1 
*-8=) (zat EPE ; 


AA sa mas 
=>2 lai 2n+2] 2 


a zatćm znając summę S, mamy: 
SZ= 3/ą S 


tak, że możemy napisać: 


D * 2] DIGE 
| dost" + wst c pii | Jen n+1. 
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6. W ogóle gdy szeregi składają się z wyrazów dodatnych 
i odjemnych, i gdy są rozbieżne, mogą okazywać się pod postacią 
nieoznaczoną (œ — œ ); lecz zawsze mają wartość stałą, nieskoń- 
czenie wielką, a nigdy nie są nieoznaczone w ścisłóm znaczeniu 
tego wyrazu, gdyż nie mogą przybierać dowolnych wartości. 
Jakoż niech będzie: 


Sa = U—U, He —M3 ...: 


możemy napisać: 


lub tóż 


tufi + ti 
2 


igdy wyrazy szeregu rosną, szeregi w nawiasach dążą z liczbą 
wyrazów do nieskończoności, a że u, < u, przeto pierwsze wy- 
rażenie daje — w;a Żeu, < u, przeto drugie wyrażenie da- 
je + w. Gdy wyrazy szeregu ubywają do granicy e, to szeregi 
w nawiasach dążą jeszcze z liczbą wyrazów do nieskończoności, 
albowiem są summą nieskończonćj liczby ułamków, mających 


wartość zawartą między 1 i lub 1i > przeto mają wartość 
o I 


+ w. Szeregi więc rozbieżne z wyrazami dodatnemi i odjemne- 
mi, zawsze mają między swemi wartościami + „, tak że odró- 
żnienie tego rodzaju szeregów i nazwanie nieoznaczonemi, jest zu- 
pełnie niewłaściwóm (*). 


(*) Catalan: „Traité element. des séries.“ Paris 1860 pag. 2. 
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Gdy zaś wyrazy stają się zupełnie równe, wtedy tylko.szereg 
sam z siebie niknie i nie przedstawia nic więcćj, chociaż można 
sprowadzić jego wartość do trzech postaci © lub + u, albo- 
wiem można napisać: 


S, = (u—u,) + (u9— wo) +... 
Sa = wo — (i, — us) — (w =p u.) Pt... 
Sa =— w, + (to — u) gi (uo — Wo) +... 


Szereg więc możnaby powiedzićć, że ma trzy wartości ró- 
żne, lecz nigdy nie jest nieoznaczony, w ścisłém znaczeniu te- 
go wyrazu. 

Ponieważ tylko szeregi zbieżne mają znaczenie w rachunku, 
przeto konieczną jest rzeczą poznanie praw ogólnych zbieżności 
szeregów; dla tego zajmiemy się pokolei trzema rodzajami szere- 
gów, wyżćj podanemi w §3, jakie przedstawia ich forma. 


a. Szeregi mające wyrazy z jednakowemi znakami. 


3. W szeregach mających wyrazy ze znakami jednakowe- 
mi, zacząwszy od pewnego wyrazu dostatecznie wielkiego, war- 
tość tychże wyrazów może jednostajnie lub peryodycznie zmie- 
niać się, to jest powiększać lub zmniejszać, dążąc do pewnćj gra- 
nicy. Gdy wartość wyrazów peryodycznie zmienia się, zbierając 
wyrazy w gruppy obejmujące jeden peryod i nazywając je przez 
J19+ ... będziemy mieli szereg złożony z nowych wyrazów, 
których wartość będzie stale powiększać się lub zmniejszać. 

W obu więc przypadkach można uważać wyrazy szeregu, ja- 
ko zmieniające się jednostajnie i dążące do pewnćj granicy. 

A z wniosku 3, $ 4 wypada, że gdy szeregi są zbieżne, to bę- 
dzie: 


(un) a =0, lub (9n) =0 
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to jest: że koniecznie wyraz lub gruppy wyrazów, muszą mióć za 
granicę zero. Zatem szeregi, których wyrazy rosną lub ubywają 
do granicy większćj od zera, są rozbieżne. 


8. Warunek powyższy wyrzuca z pod badania szeregi, któ- 
rych wyrazy rosną lub ubywają do pewnćj granicy różnćj od ze- 
ra. Weźmiemy więc pod uwagę już tylko szeregi, których wyra- 
zy zacząwszy od pewnego wyrazu, zmniejszają się i dążą do zera; 
stosunek wyrazu jakiegokolwiek, do tuż następującego, będzie 
funkcyą z liczby n, oznaczającój miejsce wyrazu, i wyrazimy go 
przez: 


Un i 
a= o) 
a ponieważ jak się przekonamy dalćj, prawa zbieżności prościćj 
się wyrażają przez tę postać stosunku niż przez jéj formę od- 
wrotną: 
Un + 1 
Un 


przeto stale powyższą formę stosunku będziemy daléj uważali, 
i będziemy go dla skrócenia wprost nazywać stosunkiem wy- 
razów, 

Załóżmy, że zacząwszy od wyrazu m dostatecznie odległego, 
stosunek ten stale wciąż rośnie lub ubywa, lub tćż ma war- 
tość stałą. 

1. Gdy stosunek wyrazów rośnie zaczynając od wartości œ 
do granicy s to œ < e i będziemy mieli szereg nierówności: 


cwicz 4 zn 


kr © a 
Un+1 Un-2 ( ) 


a ztąd także: 
Unyi » 


Ux 1 — g Un y Urp? < 


Un+1 ' * 


“jm RIH 


1 
Unti EaU :; Unt 2 5> 
€ 
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a summując te wyrażenia, będzie: 


5 <'tug +. 


„| 

I "Ux ai z 
E 

= 


4 agdy e 1, toiąę < 1, 
e 


ponieważ œ < e, więc > >a 
wyrażenia w nawiasach po drugiéj stronie są nieskończone, 
i szereg będzie zawsze rozbieżnym; gdy s > 1, to zawsze można 
zacząć od wyrazu, którego stosunek œ będzie większy od 1, lecz 
mniejszy od s i oba wyrażenia po drugićj stronie będą skończone, 
a szereg będzie zawsze zbieżnym, gdyż wartość jego będzie za- 
warta między skończonemi wartościami: 
APE BE TB. 
a—1 —1 
Zatém gdy stosunek n tych wyrazów rośnie, i gdy dla n = wo 
staje się większy od jedności, szeregi są zbieżne, gdy zaś równy 
lub mniejszy od jedności, rozbieżne, i wartość stosunku dla n=% 
równa jedności, jest granicą zbieżności, i w tój granicy szeregi są 
rozbieżne i można napisać: 


gr s -| = | = 1. (wyłącznie) 
ą 2) 
2. Gdy stosunek wyrazów ma wartość stałą będzie sze- 
reg równości: 


Up Un +1 


—— z—— =...=8 


Un +1 Un + 2 
i jeszcze: 
SWESŁA > + Au a WARE 
€ E 
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gdzie aby szereg był zbieżnym, potrzeba aby s > 1. Gdy zaś 
e < 1, wyrażenie po drugićj stronie jest nieskończone i szereg 
będzie rozbieżny. 

Zatóm gdy stosunek wyrazów ma wartość stałą, granicą zbie- 
żności jest jeszcze jedność i można napisać: 


Un i > ; 
Ba io 1 (wyłącznie) 


3. Gdy nakoniec stosunek wyrazów ubywa od œ do grani- 
cy «, będziemy mieli szereg nierówności 


a= ai. ME 
Un +1 Un +2 
a ztąd: 


1 i 
Un YE Up, Un pD — Un el: * > 
a a 


1 1 
Un 1 L— Up y Una L — Up + 1y*** 
e E 


'a zbierając te wyrażenia, będzie: 


<w (++. | 
8 4 JĘ l 


¡gdzie ponieważ œ > « więc gdy a < lis < 1, wyrażenia po 
'drugićj stronie będą nieskończone, i szereg będzie rozbieżnym; 
gdy zaś s = 1, a œ > 1, pierwsze wyrażenie po drugićj stronie, 
sstaje się skończone, drugie nieskończone, i szereg wacha się mię- 
(dzy skończoną a nieskończoną wartością. Gdy: > lia>1l 
wyrażenia po drugićj stronie są skończone, a szereg zbieżny. Za- 
itóm s = 1, znowu jest granicą zbieżności szeregów, lecz w tćj 
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granicy szeregi mogą być zbieżne, gdy stosunek wyrazów ubywa, 
a więc jeszcze można napisać: `“ 


ta A = 1. (wątpliwo) 


Zbierając to wszystko, otrzymamy następne prawo znane 
dla zbieżności szeregów. 

Szeregi, których wyrazy mają znaki jednakowe, są zbieżne, 
gdy stosunek n tych wyrazów dla n = w jest większy od jedności; 
rozbieżne, gdy ten stosunek staje się w ogóle mniejszy lub równy je- 
dności i granicą zbieżności jest wyrażenie: l 


Un Ami) 
Un +1 % i, 


wyjąwszy przypadek, dla którego i w téj granicy szeregi mogą być 
zbieżne, gdy stosunek wyrazów ubywa. 

Powyższy dowód ma tę dogodność, że nam wskazuje do- 
skonale granice, w jakich to prawo znane daje się zastosować. 


©. Jako przykład weźmy szereg, którego wyraz ogólny jest: 


n! 
Un = ant (a) 


: pe Sea | 2 
będący iloczynem czynników od 4 do » postaci WIE T Y 
i t. d. (*), stosunek wyrazów jest: 


24 ayb b 
paee a a a S 
Un n n 


(*) Dla skrócenia iloczyn czynników złożonych z n, w których n 
przybiera wartości od 1. do n porządkiem liczb oparach, będziemy ozna- 
czać przez ostatni czynnik ze znakiem ! np. 1 «2... «n = n! a takiż iloczyn 
czynników, w których n zmienia się eskian liczb naturalnych od n do 
n+y będziemy oznaczać dwoma czynnikami, kładąc między niemi znak ? 
np. (1 +b) e o o nry +0) = (n +b)? (uv +b). 
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i gdy n nieskończenie wielkie, ten stosunek staje się równy a i gdy 
'a > 1, szereg będzie zbieżny; gdy a < 1, rozbieżny; a nakoniec 
'gdy a = 1, stosunek staje się równy jedńości, a że jeszcze ubywa, 
„gdy n rośnie; przeto może być zbieżnym i rozbieżnym. 

Gdy a = 1 otrzymamy szereg, którego wyraz n ty jest: 


n! 
~ (n+0)! 


Un 


i którego łatwo znaleźć summę; jakoż każdy wyraz można roze- 
brać na dwa: 


onl apa AN Pari n+l 
(n+)! (b6—1N(n—1 +b)! n+-b 

tak, że summę n wyrazów otrzymamy, uważając że wyrazy ni- 

kną prócz ostatniego, 


1 n+l 1 n 
Eae M E A LE ay 
piecz? (1 p= i [ T a i | 
a summa wyrazów od n do n-+v będzie: 


„PETE aR d da 2 5 50 uu aa kd 05 
2 (6— 1)(b-+1) ? (ntb — 1) tj 
Teraz łatwo widzimy, że gdy b jest większe od jedności, dru- 
gi wyraz w nawiasie, gdy y rośnie, ubywa, gdyż jest iloczynem 
iułamkow właściwych, a gdy b = 1, lub << 1, ten wyraz staje się 
Ibardzo wielkim, tak, że gdy y staje się nieskończonćm, summa ta 
<staje się resztą szeregu po n tym wyrazie i będzie dla b > 1: 


n! 
BĘ (6—1) 6+1)? (n+6—1) 


tito wyrażenie znowu, gdy b jest większe od jedności, jest ilo- 
«czynem ułamków właściwych, i gdy z dąży do nieskończoności, 
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dąży do zera, gdy zaś b < 1, staje się nieskończonóm, szereg 
więc jest zbieżnym dla b > 1, i ma wartość: 


Ztąd szereg wyrazów: 


DOZ GE PEDRI ab) 
~ n+a (nẹ+a(n+atl) (n+a(n+a+1)(n+a+2) r 


będzie miéć za summę R„ podzielone przez iloczyn z czynników 


aż do - zatóm będzie: 


n 
n+a+1" 


S sze (c) 


b. Szeregi mające wyrazy ze znakami naprzemian. 


10. W szeregach ze znakami naprzemian, wyrazy mogą, 
zaczynając od pewnego wyrazu dostatecznie wielkiego, rosnąć lub 
ubywać; a według wniosku 3, $ 4, gdy szereg zbieżny, musi być: 


(R JP ZEW (a) 


i to prawo nie może być odwrócone; i chociaż u, ma za granicę 
zero, szeregi mogą być rozbieżne. 
I tak np., szereg w którym a < b 


b a b MF b 
i n n+1 


jego wyrazy dążą do zera, gdy n dąży do nieskończoności; je- 
dnakże szereg ten nie jest zbieżnym, jak się późniéj przekona- 
my w § 36. 

Prawo więc to w ogóle nie jest prawdziwém, chociaż dotąd 
za takie jest podawaném we wszystkich wykładach. Z tego je- 
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'dnak wypada, że gdy n ty wyraz ma granicę większą lub mniej- 
szą od zera, szeregi są rozbieżne (*). 

44. Warunek (a) wyrzuca z pod badania szeregi, których 
wyrazy rosną lub ubywają, do pewnćj stałćj granicy innćj jak zero. 
Weźmiemy więc pod uwagę już tylko szeregi, których wyrazy 
zmniejszają się i dążą stale do zera z liczbą wyrazów; stosunek 
‘wyrazu jakiegokolwiek do tuż następującego, będzie funkcyą 
z liczby n, i może, zacząwszy od pewnego wyrazu dostatecznie od- 
ległego, wciąż rosnąć, ubywać lub mieć stałą wartość. 

1. Gdy stosunek wyrazów, zaczynając od n go, rośnie od œ 
(do granicy e;to œ < e i mamy szereg nierówności: 


u 4 
TOR oa 
Un ++ 1 Un + 2 
"Z drugićj strony szereg dany można napisać tak: 
U; u 
S, = u, (1— HE) e „(1 e Ga (b) 


Ua } Un +2 


Ś rS (a) 


ia kładąc za stosunki raz A , drugi raz L będzie: 
(24 € 
s 1 ) 
S, >(1— E AA CTE 
a 


` 1 
S <(1- IE + 4 Ł4-:--) 
E 
Stosunki (a) dają nierówności: 
u << 1 u u << l u 
4 FEG — EREE 
n42 a? ny n +- 4 pe n + 25 
-ani 
Un + 2> T Un 3 Un 44> ei Un p 23°.. 
Ztąd wyrażenia powyższe zamienią się na: 


.>(1- Jur 5 + tia 
a a a 


(*) Porównaj: Bernard, Traité de calcul différentiel § 246 i następne. 
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gdzie widzimy, że gdy € £ 1, toi a < 1,i oba po drugićj Stro- 
nie szeregi mają wartość nieskończoną, przeto i summy są nie- 
skończone, a szereg dany rozbieżny; gdy € > 1. zawsze można 
zacząć od wyrazu n, którego stosunek œ będzie większym od je- 
dności, lecz mniejszym od € i wyrażenia po drugićj stronie będą 
zbieżne, gdyż będzie: 


SECA 100 2 W Wj 
1+a 148 
a ztąd i szereg dany będzie zbieżnym, a więc € = 1. jest granicą 
zbieżności szeregów; lecz w téj granicy szeregi są rozbieżne, 
zatém napiszemy: 


u 
—— GNA i 
( P 7 z (wyłącznie) 
2. Gdy stosunek wyrazów jest stały i równy € będzie: 
=" +a——. | 
ë € 


1 1 
NEA | 
E l é é 


gdzie widzimy że gdy € £ 1, szeregi są rozbieżne, gdy zaś € > 1, 
szeregi zbieżne i mają wartość: 


S =_© Up 
1+e 
więc granicą zbieżności jest znowu wartość stosunku równa je- 
dności, lecz w tćj granicy szeregi są rozbieżne, zatém: 
u 
yw, = 1. (wyłącznie) 
ka 


Un +1 


3. Gdy stosunek wyrazów ubywa od « do granicy €, to 
« > e i mamy: 
Tuy Un 1 
Unti Unge 


a= 216 (c) 
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kładąc za te stosunki raz œ, drugi raz e, w wyrażeniu (b) będzie: 


5, <(1— CETE S) 


a] Í 1 r 
s. > (1 = hen Fu+32 +...) 
Wyrażenia (c) dają: 


1 1 
Un +2 < e” ln y Un 4< FE Up +25: : 1 
A e 


1 1 
W+.2 > Zę W > Un+-4—> T Un p23.. 


a ztąd jeszcze: 
s. <(1— 3 m Po | 
a a a 


.>(1-;) „(+ + ky 


ponieważ « > &, to gdy œ < l,ie £1, i szeregi będą rozbie- 
żne; gdy « > 1, i £ << 1, szeregi są jeszcze rozbieżne, albowiem 
można zawsze zacząć od wyrazu dostatecznie wielkiego, dla kłó- 
rego stosunek œ będzie przynajmnićj równy jedności, i szereg bę- 
dzie rozbieżny; gdy œ > 1, e = 1, i gdy wszystkie stosunki wy- 
razów są większe od jedności, a tylko w granicy równe jedności, 
to wartości powyższe są skończone i szereg będzie zbieżnym; 
a gdy œ >1 ie > 1, tém bardzićj szereg będzie zbieżnym. Za- 
tóm gdy stosunki wyrazów ubywają, szeregi są zawsze zbieżne, 
gdy ten stosunek w granicy dla n= œ staje się większy lub równy 
jedności, tak, że można napisać: 


| 2 | = 1. (włącznie) 
ni] o 


Zbierając to razem, mamy następujące prawo dla szeregów ze 
znakami naprzemian: 
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Szeregi które zacząwszy od pewnego wyrazu mają znaki na- 
przemian są zbieżne, gdy stosunek wyrazów dla n = œ jest wię- 
kszy od jedności, a granicą zbieżności jest wyrażenie: 


_Un + dy 1 
Un + 1 w : 


w którćj nawet szeregi są zbieżne, gdy stosunek wyrazów ubywa; 
rozbieżne, gdy ten stosunek rośnie lub ma stałą wartość. 

Prawo więc to jest zupełnie takież samo, jak dla szeregów ze 
znakami jednakowemi, z tą różnicą, że gdy tamte w granicy gdy 
stosunek ubywa są zbieżne lub rozbieżne, te są zawsze zbieżne. 


c. Szeregi mające wyrazy ze znakami peryodycznie 
zmiennemi. 


42. Jeżeli szereg składa się z wyrazów dodatnych i od- 
jemnych peryodycznie powtarzających się, prawo zbieżności 
szeregów daje się sprowadzić do powyższych dwóch praw. Ja- 
koż, wyrazy szeregu, mające znaki peryodycznie powtarza- 
jące się, mogą co do swćj wartości zmieniać się jednostajnie, 
lub także peryodycznie; gdy się zimieniają jednostajnie, to mo- 
żemy zebrać je w gruppy, obejmujące znaki też same lub na- 
przemian, i sprowadzić do jednego z powyższych przypadków. 

Gdy wyrazy szeregu zmieniają się peryodycznie, peryod 
zmian wyrazów i peryod znaków, mogą sobie odpowiadać lub 
nie; gdy sobie odpowiadają zbierając je w gruppy, według pe- 
ryodu zmian wielkości, otrzymamy szereg mający znaki naprze- 
mian; gdy zaś nie odpowiadają sobie, zbierając je według peryo- 
du zmian wartości, otrzymamy szereg mający wyrazy z jedna- 
kowemi znakami. Jakie więc kolwiek będziemy mieli szeregi 
tego rodzaju, zawsze sprowadzimy je do jednego z dwóch po- 
wyżój uważanych rodzai szeregów, tak, że prawa tam dowie- 
dzione są ogólnemi. 


43. Zbierając je więc razem, otrzymamy prawo pierwsze 
następne: 
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Szeregi ze znakami jednakowemi, lub naprzemian są zbie- 
śne, gdy stosunek wyrazów dla n = œ jest większy od jedności; 
rozbieżne, gdy jest mniejszy od jedności, i oś dosć zbieżności jest 


wyrażenie: 
ln 
e A =, a) 


Un + 1 


w którćj to granicy gdy stosunek ubywa, szeregi są jeszcze zbieżne, 
gdy mają znaki naprzemian; mogą być zbieżne, gdy mają znaki je- 
dnakowe; gdy zaś stosunek rośnie lub ma stałą wartość, szeregi 
obu rodzai są rozbieżne. 

Część tego prawa co do szeregów ze znakami jednakowe- 
mi jest znaną, lecz część druga nie była dotąd podaną w téj 
formie, a prawo aby wyrazy dążyły do zera, dla obu rodzai 
szeregów nie jest dostateczne. 

Prawo to zupełne, gdy stosunek wyrazów jest większy lub 
mniejszy od jedności; gdy zaś stosunek staje się równym jedności, 
zbieżność lub rozbieżność szeregów jak widzimy zależy od tego, czy 
ten stosunek ubywa lub rośnie; dalsze więc prawa muszą zasadzać 
się na poznaniu, kiedy stosunek wyrazów ubywa lub rośnie. 


114. Pozostaje więc podać nowe prawo dla przypadku, gdy 
stosunek wyrazów staje się równy jedności, aby uniknąć szukania 
zmian tego stosunku, i rozwiązać przypadek wątpliwy dla szere- 
gów ze znakami jednakowemi. 

W tym celu uważmy naprzód szereg ze znakami jednako- 
wemi, stosunek jego wyrazów: 

Un 


a =] ©) 


Un 1 
stając się jednością dla n=« i gdy wyrazy ubywają, musi dać się 
wyrazić w postaci: 

(sld... Ze | fx (n) 

ORT g (n) 
gdzie f, (n) ma wartość stałą, a p (n) wartość nieskończoną gdy 
n = w,a w szczególnym przypadku może się dać wyrazić w po- 
staci: 

a 1 2 
O o zę 


którą teraz zajmiemy si 
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Wyciągając wartość na f, (n), otrzymamy: 


1 fg —1)=60 


Un +-1 


oznaczmy wartość tego wyrażenia, czyli wartość f; (n) = a;,, 
a gdy n = æ niech ta wartość będzie č; i rozbieżmy znowu 
trzy przypadki jak wyżćj. 

1. Gdy to wyrażenie rośnie od œ, do e, będzie 4 << 
i mamy: 


u < » tia e aa ea e 


+15 


u LOARY u ra 1 
n +1 niar” 1 n +- 2 n+1+-u n +1 
n+l 
Un +1 > LB Fae 48 22 Uq + 1 * 
ne, n--1--61 


i summując te wyrażenia, zaczynając od (2-1) go wyrazu, będzie: 


1 n--1 
I TU = Ai ni ilia as Ai 
pe n-ta i (n--a)(u--1--0) n3 


1 n+l 
nu, | — 
= = ETAPAT peA 5 

a że na mocy § 9, wyrażenia w nawiasach będą zbieżne lub roz- 
bieżne gdy ©, i e, będzie większe od jedności, przeto gdy e, A 1, 
będzie i a, £ 1, i wyrażenia w nawiasach będą nieskończone, 
a wartość tych szeregów będzie nieskończoną; gdy zaś £; > 1, za- 
wsze zacząć szereg można od wyrazu takiego, gdzie a, 1, lecz 
dy €, &0ba wyrażenia i szeregi będą zbieżne, ina mocy $ 9,sum-- 
ma szeregu będzie zawartą między: 


s< E i 8, 
t=] + 1—1 
Zatóm gdy stosunek wyrazów ubywa i staje się jednością dla 
n = w szeregi są jeszcze zbieżne, gdy wyrażenie: 
n | ey 1) > 1 


Un+1 ` 


Unn 
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i granicą téj zbieżności znowu jest: 
n = — 1) = 1 (wyłącznie) 
“ati w r : 

2. Podobnie rzecz się ma, gdy te wyrażenia mają stałą war- 
tość równą e, wtedy szeregi będą zbieżne, gdy ta ilość większa od 
jedności, a rozbieżne, gdy ć, < 1, i w granicy będzie: 

n TER —1 | = 1 (wyłącznie). 
Un + 1 


3. Gdy nakoniec wyrażenia powyższe ubywają od a, do 
& to 04 > & i 


Gy = nl; —1)> 070 (eż: a €1 
a ztąd: 
Ti y 
Un =—— (hh; ln BR Un 1 
b na ka n-|-1- rap 3 
n-|-1 
Un +IL jA: Up ZG Ep tou 
a zbierając wyrazy, zaczynając od n go, będzie: 
; 1 2 
Na. m m. (am) 
nd nHa)(n--1--04) pA w 


Sa < nun kL: TN Ga NOR, 


| né (n+,)(n 1461) nij WU, 
i podobnie jak wyżćj gdy œ, £ 1, to i e, < 1, wyrażenia w nawia- 
sach są nieskończone i szereg będzie rozbieżny; gdy zaś €, = 1, 
to «, > 1, jedno wyrażenie jest skończoném, a drugie nie- 
skończonóm, i szeregi mogą być jeszcze zbieżne lub rozbież- 
ne, nakoniec gdy €, >1,i 0, > 1, wyrażenia w nawiasach są 
skończone i szereg zbieżny, a summa jest zawarta między: 
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Zatóm gdy stosunek wyrazów ubywa i staje się jednością dla 
n = w szeregi będą zbieżne, gdy wyrażenie 


i granicą téj zbieżności jest: 


Un 


u — 1) = 1 (wątpliwo) 


to jest, że w téj granicy jeszcze szeregi mogą być zbieżne lub roz- 
bieżne: 

Jeżeli szeregi mają znaki naprzemian, to gdy stosunek ich 
ubywa iw granicy staje się równy jedności, szeregi są zbieżne 
w tój granicy, a zatém w wyrażeniu stosunku 


fı o. 
u, - Ew 1 =a W 
jakiekolwiek będzie /, (n) byle dodatne, to stosunek będzie uby- 
wał i w granicy dla n = w będzie równy jedności, i szeregi za- 
wsze zbieżne, lecz gdy f, (n) = 0, to stosunek wyrazów staje się 
stałym, i wtedy szereg przestaje być jak wiemy zbieżnym, zatóm 
fı (n) musi być koniecznie większą od zera, czyli: 


aeaa) 20 
Un +1 > 
jest granicą zbieżności, w którćj szeregi są rozbieżne. 
Zbierając to razem, prawo mamy nowe. 


Szeregi mające wyrazy z jednakowemi znakami, których sto- 
sunek dąży do jedności, są zbieżne, gdy wyrażenie: 


4 sie Et | (2) 


jest w gr anicy dlan = œ większe od jedności; a gdy mają znaki na- 
przemian, gdy ten stosunek jest większy od zera; w tych zaś grani- 
cach, gdy ten stosunek ubywa, szeregi mogą być jeszcze zbieżne. 
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Prawo więc to znowu nie rozwiązuje przypadku, gdy wyra- 
żenie (2) ubywa i staje się jednością lub zero. 
Wniosek. Ponieważ gdy szeregi są zbieżne, summa wyra- 
zów po n tym wyrazie, czyli reszta jest zawarta między: 
Un, 


R. > e = 


04—1 é&—1 


NUn 


przeto na mocy § 4, gdy n rośnie do nieskończoności, reszta 
musi dążyć do zera, zatóm: 


(mę) =0 
lecz odwrotnie to miejsca nie ma, i gdy ( nu, ) „ = 0, szeregi 
mogą nie być zbieżne. 


45. Z powyższego dowodu wypada bezpośrednio następu- 
jące twierdzenie: utworzywszy z szeregu o jednakowych znakach, 
którego wyraz ogólny jest u, , nowy szereg postaci: 

u, ! 
PBT wD — w, )! 


(a) 
to, gdy ten szereg jest zbieżnym, będzie zbieżnym i to koniecznie sze- 
reg dany. 

Jakoż stosunek wyrazów tego szeregu jest: 


ts, AZER. (un — Un + 1) 


Vn+1 Un +- 1 
Ponieważ ten szereg jest zbieżnym, więc ten stosunek jest 
większy od jedności, a ztąd wyrażenie: 
> R M 1)>1 7 
Un +1 
przeto i szereg dany jest zbieżnym; co było do okazania. 


A6. Na mocy tego twierdzenia, łatwo stosując to prawo 
do dalszych postaci stosunku, otrzymamy prawo ogólne: 
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Gdy szereg v, uważamy teraz za dany, aby on był zbieżnym 
potrzeba, aby nowy szereg utworzony z jego wyrazów, postaci: 
Va ! 
(n—1)!(m—1 — 0) ! 
był zbieżnym. Gdy zaś ten szereg jest zbieżnym, musi być: 
Wn Vn 
= :—— 1 il 
Wn + 1 ae |> 


U 


(b) 


Wy Z 


v Ą z : z 
a ztąd kładąc za TA jego wartość, musi być: 
n +1 


EPO p Ar Real tę 
Un +1 j 


Zatóm aby szereg o znakach jednakowych był zbieżnym, po- 
trzeba, aby wyrażenie: 


f=- 


było większe od jedności, a granicą zbieżności jest wyrażenie: 
an OFE Sh 1) Si | =1. (3) 


Tak dalćj postępując, otrzymamy następujące drugie prawo 
dla szeregów o znakach jednakowych: 

Gdy stosunek wyrazów staje się równy jedności, to szeregi 
o znakach jednakowych będą zbieżne, gdy pierwsze z wyrażeń obję- 
tych postacią: 


afao [aiea] (4) 


które otrzymujemy odejmując wciąż jedność i mnożąc przez n,a któ- 
re nie staje się jednością, jest większe od jedności. 

Dla szeregów znowu ze znakami naprzemian, ponieważ 
wszystkie szeregi, mające za granicę stosunku dla n = œ je- 
dność, są zbieżne, byle ten stosunek malał, i gdy znowu stosunek 
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jest stały, szeregi są rozbieżne; przeto w ogóle stosunek musi być 


postaci: 
Up 


Qo 


=1+ 


Un +1 n? 


gdzie a, musi być dodatne, aby stosunek malał, a gdy a, = 0, 
stosunek zmienia się na stały, i szereg staje się rozbieżnym, prze- 
to granicą będzie: 
ne EA — 1) 20 (5) 
Un +1 "i 

Zatém: szeregi o znakach naprzemian będą zbieżne, gdy pier- 
wsza z potęg kolejnych n pomnożona przez stosunek wyrazów, 
zmniejszony jednością, klóra nie staje się zero, jest większa od 
zera. 

Prawo podobne jak dla szeregów o znakach jednakowych. 


A3. Warunki (4) i (5), oznaczając drugie ich strony przez 
a, ay az it. d.,dają się wyrazić, wyciągając wartości na stosunek 
wyrazów przez: 


= | —- H... (6) 


gdzie dla szeregów ze znakami jednakowemi kolejno muszą być 
te spółczynniki równe jedności, a dla szeregów ze znakami na 
przemian, równe zero; a gdy z drugićj strony to wyrażenie jest 
rozwinięciem stosunku na szereg według odwrotności z n, przeto 
ogóne prawo zbieżności szeregów daje się jeszcze tak wysłowić: 

1. Szeregi w ogóle są zbieżne lub rozbieżne, według tego, jak 
stosunek wyrazów w granicy, gdy n = œ , jest większy lub mniejszy 
od jedności. 

2. Gdy ten stosunek staje się równy jedności, to rozwijając go 
na szereg według odwrotności z n; szeregi będą zbieżne, gdy pier- 
wszy ze spółczynników który nie staje się jednością lub zero, według 
tego jak szereg jest o znakach jednakowych lub naprzemian idących, 
Jest większy od jedności lub zera; w przeciwnym razie szeregi są 
rozbieżne. i 

Takie jest ogólne prawo dla poznania, czy szereg jest zbie- 
żny lub rozbieżny. 
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Uwaga. Warunki zbieżności wyrażone przez równania 
(1 do 5) stanowią granicę, tak że dla zbieżności pierwsza strona 
jest większa, a dla rozbieżności mniejsza od 1 lub zera, według jak 
szeregi są o znakach jednakowych lub na przemian; a zatćm stron 
tych równań przenosić dowolnie nie można, gdyż zatracilibyśmy 
prawo zbieżności, albowiem ze zmianą stron,widocznie się ono zmie- 
nia. W dalszym więc ciągu zawsze warunki wyrażone równaniem, 
będą znaczyć, że pierwsza strona musi być większa od drugićj, 
gdy szeregi mają być zbieżne; mniejsza od nićj, gdy szeregi mają 
być rozbieżne. 
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ROZDZIAŁ DRUGI. 


UOGÓLNIENIE PRAWA ZBIEŻNOŚCI SZEREGÓW 
I WŁASNOŚCI Z TEGO PRAWA WYNIKAJĄCE. 


As. Prawo powyżćj dowiedzione, potrzebuje uogólnienia, 
albowiem ono zakłada, że wyrażenie stosunku wyrazów daje się 
rozwinąć na szereg według odwrotności z n. 

Jakoż gdy stosunek wyrazów staje się w granicy równy je- 
dności, powiedzieliśmy w $ 14, iż zawsze można wyrazić w po- 
staci: 

KM 2 f, (m) 

Un + 1 Y (n) 
gdzie f, (n) staje się skończoném, g (n) nieskończoném dla 
fa) 
n) 


n=w; gdy więc > 


nie da się rozwinąć według odwrotno- 
ści z n, to zawsze można przyprowadzić do postaci powyższćj, 
czyniąc Q (n) = n i uważając stosunek jako funkcyą z 9 (n), pra- 
wo powyższe da się zastosować w zupełności, i potrzeba aby wy- 
rażenie: 


u 
p (n) ( RY 
nti 


>| =f, n) 

było większe od jedności lub zera. Gdy zaś f, (n) czyli to wyra- 
żenie będzie równe jedności lub zero, stosownie do rodzaju szere- 
gu, to znowu f, (») da się wyrazić w podobnćj postaci: 


h= 
Pi(n) 
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gdzie f, (n) będzie musiało mićć wartość skończoną, a 9: (n) nie- 
skończoną dla n w i na mocy powyższego potrzeba, aby 
J2 (n) było większe od jedności lub zera, czyli wyrażenie: 


AU sra ao aia 0 


i tym podobnie, a ztąd stosunek wyrazów daje się wyrazić: 


RARE a. 
"+" 9 .+129PIR PPP2 

Ztąd jeszcze prawo zbieżności szeregów, daje się wysłowić 
najogólnićj tak: 

1. Jeżeli stosunek wyrazów w granicy jest większy od jedno- 
ści, szeregi są zawsze zbieżne, gdy zaś mniejszy od jedności, zawsze 
rozbieżne: 

2. Jeżeli stosunek wyrazów staje się dla n = œ równy je- 
dności i gdy ten stosunek rozwiniemy na szereg według odwrotno- 
ści funkcyi w skłąd stosunku tego wchodzących, a które dla n = œ% 
stują się nieskończone; to szeregi będą zbieżne, gdy pierwszy ze 
spółczynników, który nie staje się jednością lub zero, według jak 
szereg ma znaki jednakowe lub na przemian udące, jest większy od 
jedności lub zera; w przeciwnym razie są rozbieżne. 

Prawo to wymaga rozwinięcia stosunku na szereg według od- 
wrotności z pewnych funkcyi w skład stosunku wchodzących, co za- 
leży ściśle od postaci stosunku, czyli od postaci wyrazu n go, a za- 
tém prawo to musi się zmieniać według rodzaju funkcyi, pod jaką 
stosunek wyrazów przedstawia się i to należy do zastosowania te- 
go prawa. To nam tłumaczy, dla czego dotąd tak było tru- 
dnćm znalezienie ogólnego prawa. 


49. Nim jednak zastosujemy to prawo do szczególnych ro- 
dzai funkcyi, podamy wnioski, do jakich prawo powyższe prowa- 
dzi; jakoż wyrażenie (7) $ 18, oznaczając stosunek przez f (n) 
daje: 

c d 


PP PPY 
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J= at + 
P 
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«a biorąc pochodną co do odwrotności z p uważając (i 92 st 
'za stałe będzie: 
df 
, >; A Z aj Po Sas, (b) 
dip Pi Pı P2 
ia czyniąc n = w, będzie: 


b = af. ) 
di 


wyrażenie (b) różniezkując co do z odwrotności p, uważając 2. . 
za stałe; otrzymamy: 
d> f d 
L d 
ode Pa 
dó do, 2 


a ztąd: 
dz f 
e dip do, y 

i tak następnie. Zatém spółczynniki rozwinięcia stosunku, są to 
wartości pochodnych coraz wyższego rzędu, branych co do odwro- 
tności z pewnych funkcyi z n, stających się nieskończonemi, uwa- 
żając inne funkcye z n za stałe, wzięte dla n= w; tak że wyraże- 
nie (a), jest rozwinięciem szczególnego rodzaju. 

20. Ponieważ dotąd wyrażaliśmy zawsze szereg przez 
'stosunek wyrazów, dla tego ważnóm jest oznaczyć z danego sto- 
'sunku wyrazów, wyraz n ty szeregu. 

Jakoż niech będzie stosunek: 


Un 


PER 1 sa J (W) 
to 
u 

EART 

a ztąd: 
PRÓ... SXM 
pe ha FG) 
Un + 2 


Sto ICE) st. 
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A ztąd ogólnie: 


Un +y = 
fap- 1) 
mnożąc przez siebie te wyrażenia, będzie: 


Un 
Un FEU FE TUE F Z 


j m)? f (n-v—1) 


a czyniąc n = 0,4% = x, będzie: 


wo a 
= AO) ? f (n—1) 
gdyby f (0) stawało się nieskończonćm, to czyniąc n = 1, 
av = n — 1 będzie: 


u 


tê 
F? f (n—1) 
gdzie u, i u, są ilości stałe, które można położyć równe je- 
dności, i będzie jeszcze: 


Uh = 


1 
"m 1 (0)?f (n—1) 
lub: 
1 
Un 


~Ia 

Mając więc stosunek wyrazów, zawsze mamy wyraz n ty 
szeregu, i widzimy że wyraz n ty i stosunek są funkcyami te- 
goż samego rodzaju, czyli składają się z tychże samych fun- 
keyi. 

24. Gdy stosunek wyrazów ok się rozwinąć według od- 
wrotności 4 n postaci: 

J) = a + + 


BR (a) 
to aby szereg dany był obaj potrzeba aby a, > 1, więc 
gdy a, zmienia się, otrzymujemy mnóstwo szeregów rozbież- 
nych i zbieżnych, między któremi szereg, dla którego a, = 1, 
będzie granicznym; gdy w rozwinięciu nie ma dalszych wyra- 
zów, naturalnie spółczynnik a, jest zera i szereg ten granicz- 
ny będzie rozbieżnym 


n n? 
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" Gdy zaś znajduje się wyraz następny, szereg ten przesta- 
je być granicznym, bo gdy a, = 1, jeszcze mamy mnóstwo 
szeregów zbieżnych i rozbieżnych, powstałych z różnych warto- 
ści a, i gdy nie ma w rozwinięciu dalszych wyrazów, między 
temi szeregami będzie jeden, dla którego a, = 1, który bę- 
dzie można uważać za graniczny, a że a, = 0, więc będzie 
rozbieżny. 

Tak dalćj postępując, dowiedziemy, że: 

1. Między szeregami mającemi wyrazy ze znakami jedna- 
kowemi, znajduje się mnóstwo szeregów granicznych, które 
wszystkie są rozbieżne, a ich stosunki wyrazów są: 

Un 1 1 i GRĘ 
8 =L +; , 1+> Fzesik dh 


Un +1 


czyli ogólnie: 


ya | | | 09 Pwe LEl 


Un Fi 1 n? 
czyli summując wyrazy w liczniku, będzie: 
u nti —] 
— = - (b) 
Un +1 (n—1) n” 


2. Porównywając to wyrażenie z warunkami zbieżności 
szeregów wypada, że te szeregi mają za stosunki wyrazów wa- 
runki zbieżności; że te graniczne szeregi mają za graniczny ogól- 
ny, szereg, którego stosunek będzie, gdy przedłużymy rozwinię- 
cie do nieskończoności: 


czyli w powyższćm wyrażeniu czyniąc v = œ: 
PU ZESĄ, (c) 


szereg ten będzie szeregiem granicznym głównym i rozbieżnym, 
postaci: 
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to jest. EL 
POGA 41 1 
2 are ai? 


Rzecz godna uwagi, że szereg ten graniczny jest tenże 
sam co drugi graniczny, czyniąc v = 1. 

8. Ze stosunków tych łatwo otrzymamy wyrazy ogólne . 
tych szeregów, wyciągając wartość na u, + 1, tworząc wyrazy 
nowe, i ztąd wyprowadzając wyraz ogólny, otrzymamy tym spo- 


sobem: 
1 ne | 


aż (un —1] 
gdzie czyniąc v=1, 2, 3,... otrzymamy wyrazy ogólne szeregów 
granicznych: 


(d) 


u, = 


nè! m3! 1 
UO z 3 TT: s 
n (uż—1)! n (nè —1)! n 
i wszystkie rozbieżne, czyli jeszcze redukując: 
1 n? (n—1)*! 1 


RYŻ © no" mF n--1)l''''n 

22. Szeregi mające wyrazy ze znakami naprzemian, aby 
były zbieżne, w wyrażeniu (a $ 21), a, musi być większe 
od jedności; gdy więc a, zmienia się, otrzymujemy wiele 
szeregów jużto zbieżnych, już rozbieżnych; między temi, gdy 
stosunek wyrazów nie ma dalszych wyrazów w rozwinięciu, 
granicznym szeregiem jest szereg, dla którego a, = 1, 
a że wszystkie następne wyrazy równe 0, przeto szereg ten będzie 
rozbieżnym. Gdy znajduje się wyraz a, wtedy szereg ten nie 
będzie granicznym, bo gdy a, = 1, a, może zmieniać się 
i otrzymujemy nieskończenie wiele szeregów już zbieżnych, już 
rozbieżnych, według jak a, > 0, lub < 0, a granicznym bę- 
dzie teraz szereg, dla którego a, = 0; lecz gdy a, = 0, wra- 
camy znowu do szeregu pierwszego, i tak następnie. 

Zatćm szeregi mające wyrazy ze znakami na przemian, 
mają szeregi graniczne wszystkie jednakie i sprowadzają się do 
pierwszego, którego stosunek jest: 

Un 


Un + 1 


= ll 
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a którego wyraz ogólny u, = a, Czyli: 
a—a--a—a--a—a.... 

i jest to zarazem se graniczny główny, dla tego rodzaju 

szeregów. 


23. Gdy stosunek wyrazów rozwija się na szereg (7), 


mamy: 
Un b c d 


=a — — —— 
PUBIE 9 Pha PPP2 
i jeżeli ten szereg kończy się na wyrazie pierwszym a, to gdy 
a > 1 jest zbieżny, gdy a £ 1 rozbieżny, przeto szereg dla 
którego: 
MM. EE | 
Un +1 
jest granicznym między rozbieżnemi i zbieżnemi, i sam jest roz- 
bieżny; jest to szereg jak widzimy, którego wyrazy są jedna- 
kowe i ma postać: 
Uoto tus tuot. 
Wo— tuo Fuo—tot ... 


według jak powstaje z szeregów o znakach jednakowych, lub 
naprzemian idących, 
Dalćj, gdy stosunek wyrazów, stając się równym jedności 
dla n = w, wyraża się przez dwa wyrazy: 
u VE sz i b ; 
Un +1 e 
to znowu jak wiemy ten stosunek będzie należał do szeregów 
rozmaitych rozbieżnych i zbieżnych, między któremi graniczne 
będą, gdy założymy b = 1 ib = 0, co daje dla szeregów 
o znakach jednakowych: 


M "RETE | TUE: — 9+L 


Un + 1 p p 
a ztąd wyraz n ty szeregu granicznego, będzie miał postać: 
nę 90? 9(n) 


(p +1)? (p +1) 
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dla szeregów o znakach naprzemian, b=0 daje jeszcze szereg 
powyższy: 
UG—UFUS—U5+ ee. 

Pozostawiając trzeci wyraz, otrzymamy nowy szereg gra- 
niczny, i tak dalćj, tak że wszystkie te szeregi graniczne, mają za 
graniczny szereg główny, którego stosunek wyrazów będzie wyra- 
żał się przez rozwinięcie powyższe, w którym wszystkie spół- 
czynniki są jednościami, a który dla szczególnych rodzai fun- 
kcyi ma szczególną postać; a dla szeregów o znakach na prze- 
mian, szereg graniczny jest zawsze jeden, i ma postać jak wy- 
żćj oznaczono. Wszystkie te szeregi są rozbieżne, a ztąd ma- 
my następujące twierdzenie: 

Znajdują się między szeregami zbieżnemi i rozbieżnemi o zna- 
kach jednakowych, szeregi graniczne, które mają postać szczegól- 
ną, zależącą od postaci wyrazu ogólnego szeregu, a między temi 
szeregami granicznemi są jeszcze szeregi główne graniczne; mię- 
dzy szeregami zaś o znakach na przemian jest jeden graniczny, któ- 
rego wyrazy stają się równe zupełnie, i wszystkie te szeregi graniczne 
są rozbieżne. 

24. Gdy szereg jest rozwinięciem funkcyi według wzoru 
Taylora i jego wyraz n ty, ma postać: 


JANE 


to stosunek wyrazów daje: 


LL CA 1 śro 


Up TRA J= (a) 
i aby to rozwinięcie było szeregiem zbieżnym, potrzeba aby ten 
stosunek był większy od jedności dla n = ©; zatém granicą zbie- 
żności dla szeregów o c jednakowych, będzie: 


nf" (a) 
J* (a) 
a że szeregi mające znaki PERAE zmieniają się na szeregi 


mające znaki na przemian i odwrotnie, gdy h zmienia znak; 
przeto dla drugiego rodzaju szeregów, będzie: 
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1 poja ip 44 
dE ice 
A zbierając razem, otrzymamy: 
i n—1 (y 
i= a (SE) 3 
; ra 1% (2) e (8) 


Oto są granice zbieżności szeregu rozwinięcia funkcyi na 
szereg Taylora, wyrażone jako związek między ilością h i æ. 
Zatém: granice między któremi szereg Taylora jest ciągle zbie- 
nym, są dwie, jedna dodatna, druga odjemna i wyrażają się 
przez stosunek pochodnćj n — 1, do pochodnćj n téj, i wziętćj n 
razy, dla wartości n =„©. 


25. Gdy szereg jest rozwinięciem według wzoru Maclauri- 
na, którego n ty wyraz jest: 


to będzie: 
DEC WZI 
a ztąd aby szereg był zbieżnym, musi być: 


LE Game; W 
x | O | tI 


PYŁ «0 no (0) 

: PAD] « 
to jest: że szereg Maclaurina ma dwie granice, jedna dodatna, 
druga odjemna, sobie równe i równe stosunkowi n tych pocho- 
dnych, wziętemu n razy dla n = œ. 

Dotąd nie umiemy oznaczyć stosunku n tych pochodnych 
dla un = ©, a oznaczenie go wymaga nowych praw rachunku - 
które rozwiniemy w części drugićj. 


-ETag | (0) 


w 


czyli: 


(9) 


26. Podamy tu jeszcze kilka postaci warunków zbieżno- 
ści szeregów. Gdy stosunek wyrazów daje się rozwinąć według 
odwrotności z n, warunki zbieżności wyrażają się, zakładając, 
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że dopiero spółczynnik v staje się większy od jedności, dla sze- 
regów ze znakami jednakowemi, przez: 


JE EE 


czyli rozwijając i uważając że: 


1 i wo 1 n — 1 
RAE Apn a E S a TZ 
otrzymamy: 
s. ię AG m1) zda: . 
pp "SAS NE = Oy (10) 


a wyłączając n? , będzie jeszcze: 
widok ER AE Wroc 
(nti (n-—1)n-t j 
i czyniąc w drugićj części n = w, będzie. 


n” R 2 1 = ay 
Un +1 A 


-— 1 = A, będzie prościćj: 
1 


(Cay: S AE (10') 
a dla szeregów ze znakami naprzemian jest: 


n? faai = 1) = ly 
Un +1 m 
AT =n 


to jest: że szeregi dla których stosunek wyrazów staje się jednością, 
są zbieżne, gdy pierwsza z potęg n pomnożona przez ten stosunek 
zmniejszony jednością, która nie staje się jednością lub zero dla 
n = w, według tego jak szeregi są o znakach jednakowych lub na 
` przemian, jest większa od jedności lub zera, w przeciwnym razie roz- 
bieżne. ; 


= (dy 


ln 


. 1 
a czyniąc — 
| Un 


czyli także: 


Jest to szczególna postać warunków zbieżności szeregów go- 
dna uwagi. 
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23. Powyższe warunki dają się odwrócić i wyrazić przez 
stosunek odwrotny wyrazów, jakoż dla szeregów ze znakami 
jednakowemi, mamy dla n = «»: 


u? bdi = n (u ER > 1 
Un 4-1 n — 1 
a ztąd: 
Hi | 
Rz + WRS <A (11) 


(ln w 
gdy przeniesiemy jedność na drugą stronę, będzie: 
E WE 00 
i tak, gdy założymy v = 0, 1, 2,3, i t. d., będą warunki: 
a AE ON. SIEM CT! 


Un Un 
n+l)u n+l)u à 
(4) zb sę: 1 lub (R: ) Sab. cy) SG Ftd; 
Nila Un 
Gdy szeregi mają znaki ną przemian, to ponieważ mamy 
jedno ostateezne prawo: 


n? | k NENS 1) > 


Unt- 
które odwracając, otrzymamy pierwszy warunek odwrócony: 
? u 
HL. O 
Un 


Zatóm widzimy, że prawo dla szeregów o znakach na prze- 
mian, nie daje się odwracać, a odwrócone ginie, wracając wa- 
runek pierwszy. 

To dowodzi, jak trudno się wyrażają warunki zbieżności 
przez olwrotność ze stosunku wyrazów. 

28. Gdy stosunek wyrazów daje się rozwinąć według pe- 
wnych funkcyi z u, stających się nieskończonemi dla n = «, 
i gdy założymy, że spółczynnik » tćj funkcyi staje się większy od 
jedności lub zera, będzie: 

pl Po—i - Kicz — -1)-—1) = áy 

| E j 
gdzie da szeregów ze znakami jednakowemi musi być a, > 1, 
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a dla szeregów ze znakami naprzemian ay > 0. Rozwijając, 
będzie: 


p? Po R. N tsal; -. pi(p + M 53 | +1 | =a, (12) 


a że gdy Q staje się nieskończone, w drugim wyrazie pierwszćj 
strony można jedności opuścić jako niknące przy wartościach 
nieskończonych; przeto będzie: 


gp? se| T =1) = 


u 


u, n+-1 


a czyniąc jak wyżćj z" — 1 =A, będzie: 
n+-1 


(p? pA) „ = a, (12') 
to jest: że szeregi dla których stosunek wyrazów staje się jednością, 
są zbieżne, gdy pierwszy iloczyn z funkcyi stających się nieskończo- 
nemi, na które rozwija się stosunek wyrazów pomnożony przez sto- 
sunek wyrazów zmniejszony jednością dla n = w, który nie staje 
się jednością lub zero według tego, jak szereg ma znaki jednakowe 
lub na przemian jest większy od jedności lub zera, w przeciwnym 
razie rozbieżne. 

Postać szczególna i również godna uwagi. 

29. Warunki ogólne we wzorze (12) zawarte, można od- 
wrócić i wyrazić przez stosunek odwrotny wyrazów. 

Jakoż dla szeregów ze znakami jednakowemi, warunek ten 
daje: 

p? —= po KA AAD) +1l>1 

Un+-1 | j 

czyli rozwiązując tę nierówność, otrzymamy: 


| (ranon. J+ + 1 |= ro (13) 


i to wyrażenie nie daje się już uprościć. 
Gdy założymy np., że te funkcye są: n, ln, lin lin i t.d. 
otrzymamy z tego wyrażenia po kolei, następne warunki: 


(n + 1) c szpak EZ) 


U 
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| ln (n--1) +1 | ią — nln < 0 (13') 


| lin UD +1 | nl lin <0, tąd: 


takie są warunki dla podobnego rodzaju szeregów. 
Dla szeregów ze znakami na przemian, podobnie jak w $ 27, 
nie można odwracać warunków objętych wyrażeniem: 


R E 
pradata] 
gdyż otrzymamy z niego warunek pierwszy odwrócony: 
Un +1 <1 


Un 
zatém w odwróceniu te warunki giną. 

W ogóle więc możemy powiedzićć, że warunki zbieżności sze- 
regów nie dają się tak prosto wyrazić przez odwrotność stosunku 
wyrazów; dla tego téż warunki podawane dotychczas, nie mogły 
być zupełne. 


30. W $ 14 dowiedliśmy, że gdy stosunek wyrazów ma za 
granicę jedność i gdy 


Un W 
n —1|=a 
Un + 1 


ma za granicę e, większe od jedności, to gdy szeregi zbieżne, mu- 
si być: 


(EDPAFRCZZU 


Gdy zaś a, ma za granicę jedność, według $ 15, szereg jesz- 
cze jest zbieżny, gdy: 


m | n FS — Jajon 1 j R A 


ma za granicę v większe od jedności; w tym przypadku mamy: 
n= 
Un +1 = ATC" U 
a ztąd wyprowadzając dalsze wyrazy i summując tak jak w $ 14, 
otrzymamy: 
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1 


l 

5 n2 w A YI u.» j 
CEE IE A RAT 
| nż + n-+-£ą j 


szeregi w nawiasach według powyższego prawa zbieżności, dają 
summę skończoną i oznaczoną, którą oznaczające dla pierwszego 
przez A, dla drugiego przez E, będzie: 

UŽU s RZUJ 


SSE” > E 


a na mocy wniosku 3, $ 4, musi być: 

(nP) 4 >0 
podobnie dowiedziemy w ogóle, że gdy w rozwinięciu pierwszy 
spółczynnik, który nie znika, jest a, i większy od jedności, to mu- 
si być zawsze: 

(9% GEJ == 0 (14) 
to jest: gdy szeregi są zbieżne, i gdy spółczynniki rozwinięcia sto- 
sunku są wszystkie aż do a, równe jedności, to koniecznie wszystkie 
iloczyny wyrazu n go przez kolejne potęgi z n aż do v tćj włącznie, 
muszą mićć za granicę zero, Lecz odwrotnie to miejsca nie ma 

i szeregi przy tych warunkach mogą być rozbieżne. 


Podobnie dowieść można, że gdy stosunek szeregu wyraża 
się przez: 


(9--.- DU) „ =0 (15) 
to jest: że gdy stosunek rozwija się według pewnych funkcyi, stają- 
cych się dla n = œ nieskończonemi, i gdy wszystkie współczynni- 
ki rozwinięcia stają się równe jedności prócz a, , to wyraz n ty 
pomnożony przez iloczyn tych fjunkcyi, będący mianownikiem tego 
spółczynnika a, , musi mićć za granicę zero. 

I tak, gdy te funkcye przybierają np. postać n, ln, ll, 
otrzymamy dla tego rodzaju funkcyi warunek: 
(amin dd)! 40 (16) 
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Prawo zawarte w tym wzorze, podawane jest jako obejmują- 
ce ogólne warunki zbieżności szeregów, konieczne, lecz niedosta- 
teczne; tu widzimy zaś, że one są tylko szczególny m przypad- 
kiem i służą dla szczególnych funkcyi, mianowicie logarytmo- 
wych (*). 

- 34.. Wszystkie te postacie warunków zbieżności nie były do- 
tąd znane, niektóre z nich tylko są znane i to w innćj formie, w for- 
mie odwrotności ze stosunku, co zdaje się utrudniało wiele znale- 
zienie prawa całkowitego. I tak, pierwszy Cauchy podał pierwszą 
część tego prawa w formie: iż odwrotność ze stosunku wyrazów, 
powinna być mniejsza od jedności dla szeregów o znakach jedna- 
kowych, to jest: 

Un + 1 < 1 


Un 


dla szeregów zaś ze znakami na przemian, odpowiednie prawo 
nie było dotąd podane, a warunek iż dostateczna, aby wyrazy 
ubywały i dążyły do zera, jest niedostateczny, jak to wskazaliśmy 
w $ 10. 

Olivier w dzienniku Orellego (T. 2, p. 34), podał pra- 
wo, Że: 

CHE ZU 

lecz jak wyżćj dowiedliśmy ($ 14, wniosek), to prawo nie jest do- 
stateczne, i szeregi mogą być rozbieżne, chociaż ten warunek ma 
miejsce. 


32. Kummer w tymże dzienniku (T. 20, z r. 1835) podał 
prawo, że szeregi których wyrazy zacząwszy od pewnego, mają 
znaki jednakowe, i który ma własność, że stosunek wyrazów 

u . Ą z A . : q 
E daje się rozwinąć według potęg odjemnych z n, jest zbie- 

+1 | 
żnym, gdy wyrażenie: 

u 
qi p ESPOZŚ Peji eSE( 
Un +1 ej 

dla n = æ, gdy zaś to wyrażenie równe 0, lub mniejsze od zera, 
szeregi rozbieżne. A że to wyrażenie jest to samo co: 


(*) Patrz: Catalan „Traité élémentaire des series:* page 17. 
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Up 


przeto warunek ten jest ściśle warunkiem drugim przez nas po- 
danego prawa, a prawo Kummera niedostateczne w tóm, że gdy 
to wyrażenie równe zero, szeregi mogą być jeszcze zbieżne. 

W tómże piśmie podał jeszcze Kummer inne twierdzenie 
ogólniejsze następne: gdy funkcya g (n) jest taka, że g (n) u, dą- 
ży do zera dla n = w, to gdy: 

„Pu = (n+ 1) Hra Una > 0 
a da 
szereg jest zbieżny. 
To wyrażenie wychodzi na to: 
p (n) Mad p (u+1) > a 
Un + 1 
gdzie a > 0, i daje się jeszcze napisać: 
PL. NOC JU 0) bud i 
Ua o (n) 

Ponieważ ten stosunek musi dać się rozwinąć według 9 (u) 
przeto będzie inaczćj: 

Un a w (n) 


T T YE 
a ztąd naodwrót: | 


p (n) Ra — 1 | >a+y (n) 
jest to więc niedokładny warunek nasz drugi, gdyż nawet gdy a=1, 
szeregi mogą być zbieżne, gdy w (n) ma wartość skończoną i do- 
datną. 

33. Inne warunki podawane dotychczas za ogólne, są da- 
ne przez Bertranda i Pauckera (`), dają się wysłowić tak: Szeregi 
mające wyrazy ze znakami jednakowemi, są zbieżne lub rozbie- 
żne, według jak pierwsza z ilości: 


(n+1) FE" —nun 
Up 


(*) Catalan: „Traite élément. des séries“ page 21 i dalsze. 
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(1-1) / (n+1) mL — nln (a) 


(n+ 1)/(n+ 1) Il (n+ 1) “t | — nlnlln, it.d.- 


która nie jest zero, jest odjemną lub dodatną. 

Przedewszystkićm z samćj formy tych szeregów widzimy, że 
one mogą być tylko zastosowane do szeregów, których stosunek 
wyraża się przez logarytmy z n. Dalój porównywając z warunka- 
mi takiemiż ($ 29) widzimy, że drugie wyrazy są też same, spół- 
czynniki pierwszego wyrazu czyli stosunku wyrazów są różne, 
o ile zaś ta różnica wpływa na same warunki, to łatwo przekony- 
wamy się, odwracając też warunki, jakoż otrzymamy: 

PA. WA n>l 


Un -- 1 


nln A — (n+ 1)l (n+1) > 0 (b) 


Un 


nln lin = -— (n+1)/ (n-+1) 00 (n+1) > 0, it. d. 


+1 
a wyrażenia (13) dają w tym przypadku: 


u 
W SĘ RZ 
Un + 1 


ln 


NR z LR (n+ 1) > 1 
Un +1 


niu ln" — Un (lnu +D)+1)>1, itd. 
nti 


aby te wyrażenia porównać, rozwińmy drugie wyrazy w (b). Ja- 
koż wiemy że: 

g g3 

I(1+3)=2z— Z TW Wady 


KFD | „| + | | Z [i ar 


zatém: 


1 1 1 
l(n}l)=ln + "© + 313 =+."E ln+EN 
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podobnie: 
Um+1)=L(n+N) = L ufa j A owa 7 2 


1 1 1 
ll (n+1)= llin abe świa sa] = ENY , 


a ztąd już warunki (b) przedstawią się: 


zatóm: 


u 
NF" — n> 1 
Up ++ 1 


Un A 1 i 
nln żę —ln(a41)>1 + Bi *v4 it.p. 
a dla n = w te warunki schodzą się z warunkami naszemi (13'), 
lecz mają formę nadzwyczaj zawikłaną, i służą tylko dla funkcyi 
logarytmowych, i są szczególnym przypadkiem prawa ogól- 
nego. 
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ROZDZIAŁ TRZECI. 


ZASTOSOWANIE PRAWA ZBIEŻNOŚCI DO SZEREGÓW 
WYRAŻONYCH PRZEZ FUNKCYE ALGEBRAICZNE LUB 
LOGARYTMOWE. 


a. Szeregi algebraiczne. 


34. Gdy wyraz ogólny szeregu jest funkcyą algebraiczna, 
stosunek wyrazów będzie także funkcyą algebraiczną, i daje się 
przedstawić w postaci: 

_ Un 


= fo) 


gdzie f (n) jest funkcyą algebraiczną, kładąc za Ag i znosząc 


Un +1 


mianowniki, otrzymamy: 
4 J/ O) = Pf 0) 

gdzie f (v) będzie to funkcya odwrotności z n, a P (v) będzie to 

czynnik zawierający potęgi z n, a rozwijając f (v) na szereg Ma- 

claurina i przywracając n, otrzymamy: 


0 
10=P(i||/O+TF0 +7 kac kwa 
a ztąd prawidło ogólne daje się dla funkcyi Aaa tak 
wyrazić: 

1. W szeregach, których stosunek wyrazów jest algebraiczną 
funkcyą z n, jeżeli rozwiniemy ten stosunek na szereg według od- 
wrotności z n, i gdy czynnik P ( 3 jest potęgą dodatna, szeregi 


są zbieżne, gdy potega odjemna są rozbieżne, gdy nakoniec ten 
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czynnik znika, to szeregi są zbieżne, gdy funkcya dla n = œ ma 
wartość większą od jedności, rozbieżne, gdy jest mniejszą od je- 
dności. 

2. Gdy ta funkcya jest równa jedności, to szeregi będą zbie- 
żne, gdy pierwsza z pochodnych tego stosunku, co do odwrołności 
z n, podzielona przez odpowiedni jéj iloczyn z liczb porządkowych, 
która nie staje się jednością dla szeregów ze znakami jednakowemi, 
lub zero dla szeregów ze znakami na przemian, jest większa od je- 
dności lub zero; rozbieżne w przypadku odwrotnym. ; 

Gdy wszystkie pochodne stają się jednością lub zero, mamy 
szeregi graniczne dla tego rodzaju szeregów; jakoż summując, bę- 
dzie: 

Un not — 1 
U SĘ ri (n—1)n" 
i obejmuje wszystkie szeregi graniczne szczególne, a gdy położy- 
my v = «©, otrzymamy szereg graniczny główny, którego sto- 
sunek jest: 
Ux n 
Un + i a” n=] 
zgodnie z § 21. 
35. Podamy teraz kilka przykładów. 
1. Niech będzie szereg wyrażony przez: 
2 Gl 
abant 
mamy: 
pair NAGAN 
Un 
dla n = © ma wartość nieskończoną, więc jest zbieżny. 
2. Szereg z wyrazem ogólnym: 
zaje! 
EATE 
daje: 


Un 


$ n+ 1\s 
dz ji zł n | 
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wrz MA So 1 


Ui pi m nè 


nê m 
a że drugi wyraz ma wartość więcćj 3, przeto szereg jest zbieżnym, 
czy ma znaki jednakowe, czy na przemian idące. 
8. Szereg z wyrazem ogólnym: 
_m? (m — n+1) , 


uu = — 
i n! 


będący powiem dwumianu (1 -+a)” , daje: 
W ME Fask 
OPER" eT 
a rozwijając, otrzymamy: 
z 44 YR m+1 sein.. „EL. 
Un +-1 | n n Ja 
a zatém szeregi będą zbieżne, tak ze znakami dodatnemi, jak na 
przemian, gdy a << 1, czyli gdy a zawarte między + 1i — 1; 
a gdy a = +1, szeregi będą zbieżne, gdy m dodatne i większe od 


zera; gdy m = 0, szeregi są rozbieżne; dla a = — 1, szeregi są 
zbieżne, gdy m większe od — 1; a gdy m = — 1, szeregi są roz- 
bieżne, bo wszystkie spółczynniki rozwinięcia są zero; zatćm, dla 
a = + 1, szeregi są zbieżne, gdy m dodatne;a dla a = — 1, gdy / 
m zawarte między 0 i — 1. 4 
36. Szereg podany w $ 10. ‘o 
a b a b a b 
EE 156 EE T l 
którego wyrazy dążą do zera dla n = », i mają znaki na prze- ~ y 
mian, daje: Je 
; Un _ a (n+ 1) N Ys 
wri Hh N 


a 1 
F „(+ 3 


zatém będzie zbieżny, gdy > 1, czyli gdy a > b, gdy zaś 
a <bjest rozbieżnym, chociaż wyrazy jego dążą do zera; gdy 


1 
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a =b szereg jest zbieżny, gdyż spółczynnik następnego wyrazu 
jest jedność. 

Gdybyśmy uważali ten szereg za peryodyczny, to zbierając 
po dwa wyrazy, będzie: 
z BWS M 

"| n(n+1) 
a ztąd stosunek będzie: 
$s __ (a—bnta  n+2 


GENTI (a—b)(n+1)+a n 
a rozwijając, wypada: 
De E OR as A 
Aa AE at (a — b)n? (a—b)? n? AGD 
a zatem, aby szereg był zbieżnym, potrzeba aby a > b, gdyż ina- 


czéj wyraz trzeci byłby odjemnym, dalćj b > S , zatém b musi 


aa A . dz A P 1 4 i A a 

być zawarte między a lo ; gdy b równa się granicy a, szereg 
jest zbieżny, gdyż trzeci wyraz nieskończony; gdy zaś drugićj granicy 
a ie ź spółczynnik czwar. SU staja ci s 
z to ponieważ spółczynnik czwartego wyrazu staje się 3, przeto 
w drugićj granicy zbieżny. A zatém nic nie usprawiedliwia twier- 
dzenia dobrze znanego, aby szeregi o znakach na przemian, były 
| zbieżne, gdy wyrazy dążą z n do zera. 

83. Szeregi, których stosunek jest funkcyą całkowitą al- 


gebraiczną z n, są zawsze zbieżne, albowiem te funkcye dla n=w, 
stają się nieskończone. Stosunek szeregu wyraża się przez: 


Un 


= (n Hant + ...) = A, (0) 
Un--1 
a ich wyraz ogólny ma postać: 
* = ADA, ©-..A, G)' 
Gdy stosunek wyraża się przez funkcyą ułamkową, to gdy 
stopień licznika jest większy od stopnia mianownika, szeregi są 
zawsze zbieżne, w przeciwnym razie zawsze rozbieżne; gdy zaś 


[7 
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stopnie ich są równe, stosunek dąży do jedności zn i ma po- 
Stać: 
Ux dn” phr n*"l +... 
ada" (a) 
Un +1 a, R ++azN""" > ».. 
co można napisać w postaci, dzieląc przez n? : 
wę | by zdózy wt wkóan" +e.. 
Ua-H1 dy F dym "pda" + day 
i rozwijając na szereg co do n~! , lub tóż przez wyrażenia ogólne, 
odejmując jedność, mnożąc przez n i czyniąc kolejno n = ©, co 
w tym przypadku jest łatwićj; otrzymamy następne warunki dla 
szeregów ze znakami jednakowemi: 


45% 
UR = lo T ar 


czyli: 
bo = ao 
bi =0, 4, 
PRZ d 
toarna WA 4 (b) 
by — bym) = Gy 


Zatćm: szeregi, których stosunek wyrazów jest funkcyą algebraiczną 
ułamkową, stopnia zero, będą zbieżne, gdy spółczynnik pierwszego 
wyrazu licznika jest większy od spółczynnika takiegoż wyrazu w mia- 
nowniku; a gdy te spółczynniki równe, będą jeszcze zbieżne, gdy 
pierwsza różnica spólczynników dwóch wyrazów tychże samych, li- 
cznika i mianownika, która nie jest równa spółczynnikowi poprze- 
dniego wyrazu w liczniku, jest od niego większa. 

Gauss w „Comment soc. Gotting* T. 2, p. 23, podał część te- 
go prawa, a mianowicie, że powinno być b, > a, ib, —a, >a, 
a gdy b, — a, =a,,szeregi mają być rozbieżne; tymcza- 
sem tu dawiedliśmy, że szeregi są jeszcze zbieżne i dla tego wa- 
runku (*). 


(*) Patrz: Bertrand: „Traité de calcul différentiel“ pag. 243, 
gdzie koniec dowodu jest błędny; opiera się na porównaniu dwóch szeregów 


>; 
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Kładąc za ao, ay ... w wyrażeniu stosunku ich wartości, 
otrzymamy szereg graniczny postaci: 


Nast RJĄĆ bn? +b; net 4-0, n*-? +-... 
Una ban” F (Orbo) n! + (b6,—6,)n"-2+-... 

Zatém: szereg graniczny ma tę szczególną postać, że spółczynniki 
mianownika, są to odpowiednie spółczynnika licznika, zmniejszone 
spółczynnikami wyrazów poprzednich w liczniku, a pierwsze wy- 
razy też same. 

Gdy szeregi mają znaki na przemian, warunki zbieżności 
otrzymują się podobnie, i są prostsze: 


bo = do 
Op Sa 
bje =a 


to jest: że szeregi są zbieżne, gdy spółczynnik pierwszego wyrazu 
licznika, większy od spółczynnika pierwszego wyrazu mianownika; 
a gdy jest mu równy, to szeregi są jeszczę zbieżne, gdy pierw- 
szy ze spółczynników licznika, który nie staje się równy odpo- 
wiedniemu spółczynnikowi mianownika, jest od niego większy i od- 
wrotnie, 

Uwaga. Powtórzyć tu musimy uwagę § 17, iż w warunkach 
(b), ponieważ pierwsza strona ma być zawsze większa od drugićj, 
gdy szereg jest zbieżny; przeto zmieniać strony w tych równaniach 
i wszystkich następnych nie można, gdyż wprowadzimy zamiesza- 
nie ; a chcąc przenosić je, potrzeba wprowadzić znaki większości 
lub mniejszości. 
związanych warunkiem: 

Cn = u, (n=h) (a) 

gdzie h dostatecznie wielkie; a w założeniu A + 1 — a = 0, wpada w szere- 
gi graniczne, i wtym przechodzie jeden szereg staje się rozbieżnym, gdy drugi 


jeszcze pozostaje zbieżnym; jakoż gdy aj a szereg pierwszy rozbie- 
Un 
żny. Stosunek wyrazów drugiego szeregu otrzymamy z (a) odwracając 
Un 

Unti : ARE AE , 
założenie zaś zakładało właśnie, że A dodatne i dostatecznie wielkie, zatóm 
ten szereg jest zbieżny, gdy pierwszy rozbieżny i błąd stanowi przejście przez 
granicę. 


będzie: =] + 1 -+ $ a zatém szereg jest zbieżnym, gdy h > 1, 
n n 
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38. Szeregi, których stosunek jest potęgą funkcyi całko- 
witéj postaci: 
Up 


zw UMCS 


un FI 1 
daje się wyrazić tak: 
u a a, cj 
pc AAS | 4 r. ZE STSEEN TEA 
Un +1 i | sy n L> nż r 


a ztąd wypada, że gdy wykładniki v i m oba są dvdatne, lub oba 
odjemne, szeregi są zbieżne; gdy zaś różnych znaków, szeręgi są 
rozbieżne; gdy zaś v = 0, czynnik nmv niknie i pozostaje: 
Un r e 
ią A (+ n ; e 
a rozwijając potęgę m tą, otrzymamy: 
“Un 


m 
— = 1+ SĘ 7 + (ma ——G— a 


Un-+-1 7 
równając spółczynniki raz do jedności, drugi raz do zera; otrzy- 
mamy warunki żądane dla obu rodzai szeregów. 
Jakoż będzie dla szeregów ze znakami jednakowemi po roz- 

wiązaniu: 
ay = m 

m+1 

1.2 m* 
— (m1) (2m+1) 


'31m3 


az = 


_ (m+1) ? (u—1) ace a) 


u! mi 


Godne uwagi są proste warunki objęte temi wyrażeniami; 
pierwszy warunek wskazuje, że szereg będzie zbieżnym, gdy spół- 
czynnik drugiego wyrazu jest większy od odwrotności z wykładni- 
ka, a gdy jest mu równy, to szeregi jeszcze będą zbieżne, gdy na- 


stępny spółczynnik jest większy od —— > ; 
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Kładąc te wyrażenia za a, a ... w wyrażenie stosunku 
otrzymamy szereg sw rozbieżny, mający za stosunek: 


KM EŃ W. 8 m--1 (m1) (2m--1) je 
a" % 2mżnż * 3! m$ n? a j 


Un 1 RA, mn 


Gdy szereg ma wyrazy ze znakami naprzemian, spółczynniki roz- 
winięcia zrównane do zera, dadzą: 


a 
R 
ll 
>O oo 


it. d. 
warunki różne od poprzedzających. 
Gdy wykładnik m jest ułamkowy i równy > wyrażenia po- 


wyższe dla szeregów o znakach jednakowych przyjmują prostszą 
postać: 


m ? (m + u— 1) 
por u! ipi 
a gdy m = 2, są liczbami porządkowemi; tak że mamy prawo: 
Szeregi, których stosunek wyrazów jest pierwiastkiem kwadra- 
towym z funkcyi algebraicznój, i staje się jednością dla n = œ; 
będą zbieżne, gdy spółczynniki tćj funkcyi algebraicznćj, są ko- 
lejno większe od liczby oznaczającćj miejsce ich wyrazów lub ze- 
ra, według, jak wyrazy mają znaki jednakowe lub naprzemian 
idące; w przeciwnym razie są rozbieżne, 
89. Szeregi, których stosunek wyrazów ma postać złożoną 
z czynników: 
Un _ (c, n+d,) (cz n+-d.). 
upi (ayn+-bx) (a> ntb). 


biorąc po dwa czynniki i wykonywając działanie, otrzymamy: 
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Un  _ CCnn? +(e dz +de Mntd, d3 


Un +1 aran? + (a,b -b;a,)n--b,b, 


i według § 37, warunki zbieżności będą: 
Calz = Qia 
Cido Hdycz—a,b4—Dyaą =C;C 
dzdą—b,02 =c;d,-Hd,c;. 
Ogólny wyraz szeregu powyższego, jest postaci: 


u, =? | E | 9 (ert 


ctd Czh+-d,] | cz+da | | 


Czn+-d 
Gdy aq = (, I az = CC, warunek pierwszy znika a inne 
a, (d,—0,)+az(d,—0,) =aqa2 
dzd,—b;bą 0c4d4—d;ca 
Gdy b, = d, i b, =d,, warunki będą: 
l2 =l; 
bal — ar) Hbr (C2 — az) =t C2. 

Zatém gdy iloczyn c; c. większy od a, az, szeregi będą zbieżne, 
gdy zaś te iloczyny będą równe, musi nie mićć miejsca drugi waru- 
nek, gdy zaś i ten warunek spełniony, szeregi są rozbieżne, gdyż 
w trzecim warunku pierwsza strona jest stale zero (*). 

Gdy szereg ma znaki na przemian, warunki będą: 

Ci C2= lr Q, 
cido tdi =a; b2 +b. 
d da= 003 
a gdy a, =c, i az = cz, będzie: 
a,(d4—b,)=az(b,—d,) 
dydą =b,b2 


(*) Porównaj, Catalan: „Traité élément. des séries.“ pag. 27. 
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AO. Gdy w powyższóćm zadaniu spółczynniki przy n stają 
się równe jedności, wyraz ogólny przyjmuje postać: 
a? (a--n) 8? (8+n) k 


i = (a) 


y? (+n) 0? (0+n) 
a stosunek wyrazów jest teraz: 


Sr. ACE n) (ð + %) 
Unti (« + n) (8 + n) 


un __ n2+(rkoó)n+70 
Un-+-1 n2ż-+-(0+-B)n+aB 
dla szeregów ze znakami jednakowemi, będą warunki: 
70—aB=qy+0 
to jest: szeregi będą zbieżne, gdy summa ilości stałych w miano- 
wnikach wyrazów szeregu, zmniejszona summą takich ilości w li- 
cznikach jest większa od jedności; gdy zaś równa jedności, sze- 
regi będą jeszcze zbieżne, gdy różnica ich iloczynów będzie wię- 
ksza od summy ilości stałych w mianownikach; gdy zaś i te ilo- 
ści będą sobie równe, szeregi będą rozbieżne. 
Gdy założymy ð = 1, mamy znany szereg: 
aß | a (0+-1)8 (81) 
1 penne EEE as b 
e e ia aa * % 


którego warunki zbieżności są: 
y=a+}ß 
= ee 6 = I; 

Gdy ilości œ i 8 z założenia są dodatne, czyli szereg o wyra- 
zach ze znakami jednakowemi, drugi warunek pokazuje, że gdy 
pierwszy jest dopełniony, szeregi będą zawsze rozbieżne. 

Zatém: szereg powyższy jest zbieżny, gdy ilość stała w mia- 


nowniku jest wieksza od summy ilości stałych w liczniku; gdy zaś 
mniejsza od : niéj lub równa, rozbieżny. 


czyli: 
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Dla szeregów (a) ze znakami na przemian idącemi, podobnie 

otrzymamy: 
7+0=«a+8 
pó=af 

to jest: szeregi powyższe ze znakami na przemian są zbieżne, 
gdy summa ilości stałych w mianowniku, jest większa od summy 
ilości stałych w liczniku; a gdy te summy są równe, to szeregi 
jeszcze będą zbieżne, gdy iloczyn tych ilości w mianowniku, bę- 
dzie większy od iloczynu ilości w liczniku; a gdy i te iloczyny 
będą równe, szeregi będą już rozbieżne. 

Gdy ð = 1, a szereg (b) ma znaki na przemian, to warunki 
stają się: - 
Y+l=a+8 
r=af 

a gdy warunek pierwszy dopełniony, to powinno być: 


«a LB=l>a8 
aB-—a—B8<L—l 
(a — 1) (8 — 1) <0 


Zatóm: szereg będzie zbieżnym, gdy ilość stała w mianowni- 
ku będzie większa od summy ilości stałych w liczniku zmniejszo- 
nój jednością; a gdy te ilości równe sobie, to szereg będzie je- 
szcze zbieżnym, gdy iloczyn ilości stałych w liczniku zmniejszonych 
jednościami, jest mniejszy od zera; gdy zaś jeszcze jeden z wa- 
runków œ = 1, lub $ =1 będzie dopełniony, szeregi będą roz- 
bieżne. 

Widzimy więc, z jaką łatwością rozwiązują się zadania tego 
rodzaju, za pomocą prawa przez nas podanego; z jaką zaś tru- 
dhością i z jaką niedostatecznością zadania powyższe są dotąd 
rozwiązywane, dosyć jest przejrzćć jedno z dzieł traktujących ten 
przedmiot, a mianowicie dzieło: „Traité élémentaire des séries“ 
par Catalan, Paris 1860, gdzie zebrane są prawie wszystkie dotąd 
znane w tym przedmiocie prawidła, a porozrzucane po pismach 
czasowych. 
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b. Szeregi logarytmowe. 


44. Gdy wyraz ogólny szeregu, jest funkcyą logarytmową 
z n, stosunek wyrazów będzie także funkcyą logarytmową, i gdy 
w skład wyrazu ogólnego lub stosunku nie wchodzą inne fun- 
kcye z n, jak tylko n i ln stające się nieskończonemi dla n = »; 
to mogą zajść dwa przypadki: 

1. albo tylko wchodzi sama funkcya ln, 

2. albo wchodzi w połączeniu z n. 

W pierwszym przypadku stosunek ma postać: 


Up q 

—— = f (ln) 

waz 40 
gdzie f jest funkcya algebraiczna z ln, czyniąc ln =m, ten stosunek 
jak również wyraz ogólny, będąfunkcyami algebraicznemi z m, ica- 
łateorya podana w rozdziale poprzednim, ściśle może być zastoso- 
waną; a szeregi graniczne, objęte będą teraz wyrażeniem: 


WE 300 R A: 
Fani ł jada ln? a 
czyli: 
JU. wa: (lnt — 1 


Un 1  (n—N(ln)" 
a szereg graniczny główny otrzymamy, czyniąc v = œ, to jest: 


UO i 
Un 1 m-l1 


którego wyraz ogólny będzie: 
mi. ga! (/(2—1) ? (Im—1) 
A l2 ? lm 
i jest różny od szeregu pierwszego, gdy uczynimy v = 1; i tojest 
jedna z ra wy różniących te szeregi od algebraicznych, dla 
których one są też same ($ 34). 
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413. Gdy stosunek jest logarytmem z funkcyi algebraicznćj 
postaci: 


= f(n) 


Up +1 
to wyrażając f (n) pod postacią P (n) f (4) będzie: 
się 
Pri za 
a rozwijając lf (z na szereg według L dla n w, i ozna- 
czając pochodne przez D / f (0), będzie: 

D* /f(0) 
Fin? 
ztąd otrzymamy warunki dla szeregów ze znąkami jednakowemi: 
1.=0 
l Í P = 


D wO _ w 


= IPO aA + 


=F ln LAU 


dla szeregów ze znakami na ASK: 
IP=0 
1f(0) =0 
D' £f(0)=0 

Zatóm: szeregi, których stosunek wyraża się przez logarytm 
z funkcyi algebraicznćj, są zbieżne, gdy funkcya algebraiczna 
jest stopnia dodatnego; rozbieżne, gdy odjemnego; gdy zaś jest 
stopnia zero, pierwszy wyraz niknie i szeregi będą jeszcze zbież- 
ne, gdy sama funkcya odwrolności z n, lub pierwsza z jéj po- 
chodnych, podzielona przez odpowićdni iloczyn z liczb natural- 
nych, która nie staje się jednością, dla szeregów o znakach je- 
dnakowych, lub zero dla szeregów o znakach na "AGR jest 
większa od jedności lub zera; i odwrotnie. 

Jako przykład, weźmy szereg ze stosunkiem: 
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to ponieważ jest: 
Be Sadowa 


Un 1 an 


Przeto warunki zbieżności dla szeregów ze znakami jedna- 
kowemi, będą: 


eZ | W ="8 
k ARE zyli: D=e 
=p czyli: = 


Zatém: szereg ten będzie zbieżnym, gdy a większe od e pod- 
stawy logarytmowéj; a gdy równe e, to jeszcze będzie zbieżny gdy 
b większe od e; a gdy i b < e, szereg będzie rozbieżny. 

Dla szeregów o znakach na przemian, będzie: 


la=l a =e 
b : 

>=) czyli: BRZ 
a 


to jest: szeregi będą zbieżne, gdy a większe od e; gdy a = e, bę- 
dą zbieżne jeszcze, gdy b większe od zera; lecz gdy i b = O są 
rozbieżne, gdyż trzeci wyraz jest odjemny. 

Nakoniec, kładąc te warunki, otrzymamy szeregi graniczne 
postaci: 


jak być powinno: 


48. Weźmy jeszcze szereg, którego stosunek ma postać: 
Yy Y—1 
Un l ( bon” +b. > (a) 


Un +-1 


aont + an"! p... 
daje się wyrazić przez: 


M1 


=(0—nu) ln + l | 


aotan! +- ... 

zatóm: gdy v — u > 0, szeregi będą zbieżne; gdy v — u < 0, 
rozbieżne; a” gdy v — m = 0, wyrażenie powyższe zamieni 
się na: 


Un -H 1 


PE A E l l 
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Ula _7 b „+d,n-1 + | 


(b) 


Un + 1 aotan! +. 
i warunki zbieżności szeregu znajdujemy łatwo: 
VE E, 


b, =e(a, + a,) 


by "€(aotar+ ...--a, ) 


czyli: 
bgt 
bı — b, =, € 
ba — bp—1 = ae 
dla szeregów zaś ze znakami na przemian, będzie 
bg = doł 
b: = ae 
by = ae 


Warunki podobne jak dla funkcyi algebraicznéj, tylko mno- 
żone przez e, 

Zatém: szeregi powyższćj postaci będą zbieżne, gdy spółczyn- 
nik pierwszego wyrazu w liczniku jest większy od spółczynnika 
takiegoż wyrazu w mianowniku, pomnożonego przez podstawę lo- 
garytmową; a gdy mu jest równy, wtedy szeregi o znakach je- 
dnakowych są jeszcze zbieżne, gdy pierwsza różnica dwóch spół- 
czynników licznika; która nie jest równa odpowiedniemu spól- 
czynnikowi mianownika, pomnożonemu przez podstawę logaryt- 
mów, jest od niego większa; a szeregi o znakach na przemian 
będą zbieżne, gdy pierwszy ze społczynników licznika, który nie jest 
równy odpowiedniemu spółczynnikowi mianownika, pomnożonemu 
przez podstawę, jest od lego iloczynu większy; w przeciwnym razie 
szeregi są rozbieżne. 

84. Szereg, którego stosunek jest postaci: 


E wj ( an” tait... | à 


n” 
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daje: 
Un 
= ml (ao +a; nH an? .. .) 
Un --1 
rozwijając, otrzymamy 
Un m (2a,a,— a? 
—— = = mla, H 1 + m aa Pozywi de. 4 
Un 1 do 2a, 
Ztąd dla szeregów o znakach jednakowych, będzie 
2 
miła, = 1 WE Km 
ć 4 
ge 
Ma, ZEG czyli WE 
2 2m4 red. 
ç — f1 = = ” 
m (Zaca a?) 2a, fę= guza" 
Dla szeregów o znakach na przemian 
p 4 
mla, = 1 a5 -=:6* 
czyli dy *= 0 
do 40 E A A 


dr >W 


2 a.Q—a> = 0 
Zatóm szeregi powyższego kształtu, aby były zbieżne, potrze- 
R +, 
« 


r A r p gi 
ba, aby pierwsze strony warunków powyższych, które zależą od 
podstawy logarytmów i wykładnika m, kolejno były większe od 


stron drugich. 

I tak, gdy mamy: 
TS, onta, |” 

n ta 


Un + 1 


gdy a, będzie większe od Ch; gdy 


to szereg będzie zbieżny, 
e" będzie zbieżny jeszcze, gdy a, będzie większe od 


1 


; a szereg graniczny rozbieżny, będzie 
2 | ż BY, 


. Up +1 j 
45. Gdy stosunek wyrazów ma postać 


n 
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IE L(f(n)) 
Ur  U(p(n)) 


gdzie f (n) i p (n) są funkcye algebraiczne całkowite z n; oznacz- 
my stopień funkcyi f przez 8, a p przez a, będzie: 


OS 


1 
p mn) = ng 5 
a ztąd: MA i 
pln +lf 5 


a że (§ 42): 
(|= ro MFO + O... 


~ Ín CAE 
przeto: i j 
J/ (0) D:7 (0) 
EOB e Żel 
Un lt gl0) DIlqg(0) 
PY lm p nln es e: 


wyrażenie to jest rozwinięte co do dwóch funkcyi /n i n, i ma po- 
stać funkcyi ułamkowćj, którćj warunki zbieżności oznaczone zo- 
stały w $ 37; zatóm: kładąc tamże za spółczynniki a i b odpowie- 
dnie im spółczynniki wyrażenia powyższego, otrzymamy dla sze- 
regów o znakach jednakowych: 
p=a 
10)0—8=to00) e 
DL/0) — 140) = Dlg (0) 


D” Lf (0) =v: De 7 f (0) = D Ż g (0) 
Dla szeregów ze znakami na przemian: * 
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B=a 
HORTEN O 


D” 170) = re Lo (0) 
Warunki bardzo proste, i nie potrzebujące żadnego tłuma- 
czenia. 


I tak, gdy mamy: 
ta U Ja (n) 
Un 1 Tug (x) 
to a = 1, i wszystkie pochodne mianownika stają się zero; a wa- 
runki zmieniają się na: 
P=l1 B=1 
dla szeregów 1j(0)=1 dla szeregów Lf) = s 
oznakachje-4 D/j/(0)=1 9 znakach na? pł PO 
dnakowych: 46 +0 3.34% ROZOAŃO: 

D” 1f(0)=v! (a D 1/0) = 0 
to jest: aby szereg był zbieżnym, potrzeba aby stopień funkcyt 
pod logarytmem był większy od jedności; a gdy równy jedności 
szereg będzie zbieżnym, gdy pierwsza z pochodnych téj funkcyi 
co do odwrotności z n, która nie staje się równa iloczynowi liczb 
porządkowych jéj odpowiedniemu, dla szeregów o znakach jedna- 
kowych; lub zero dla szeregów o znakach na przemian, jest od 
nich większa; w przeciwnym razie szeregi są rozbieżne, 

Kładąc te wartości w wyrażenie stosunku, otrzymamy szereg 
graniczny postaci: 
pis = 1 -+ + + l 
t 


Ua Ft nln 


FP 


wyrażenie to daje się zsummować, i będzie: 
Un Łona ln --n ne — 1 


PERTE A TA 
gdy v = 0, otrzymamy piérwszy szereg graniczny: 
n Up ln-1 
a TENA z ln 


gdy v = w, będzie szereg graniczny główny: 
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Un _ inp 
Un +1 Te lm 
oba też same, tak jak dla funkcyi ałgebraicznych. 


46. Weźmy jeszcze stosunek wyrazów: 
u, _flffn)i" 
Wei lm 
a oznaczając przez / stopień funkcyi algebraicznćj / (n), można go 
przedstawić pod postacią: 


* F0) Df (O) ý 
g i =pji+ Bin apa > 

gdzie widzimy: że szeregi są zbieżne, gdy $* większe od jedności 

dla obu rodzai szeregów; a rozbieżne, gdy mniejsze od jedności, 

bez względu na znak. 

Gdy zaś f” staje się równe jedności, co inaczéj być nie może, 
tylko gdy =1, to szeregi jeszcze będą zbieżne; a wtedy to rozwinięcie 
będzie mićć postać taką, jak w$38; przeto kładąc odpowiednie ilo- 
ści w tamte warunki, otrzymamy: 


110) = 


DLF (0) = am 


m41)? (G T 


D” If (0) = (v Tej 1) metl z 


Dl: szeregów ze znakami na przemian idącemi, w założeniu 

zawsze 3 = 1, będzie: 
1f(0)=0 
D* Lf (0) = 0. 

Gdy wykładnik m jest ułamkowy, wyrażenia powyższe 
dla szeregów o znakach jednakowych, przyjmują prostszą po- 
stać: ° 

Lf 0O) =m 
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DL/(0) = SJ 


ża) 
p 7 śm2(mikt 
D IsO = 
a gdy m = 2, będzie: 

D” £ f(0) = v!(v+2) 

Ostatnie prawo daje się łatwo tak wysłowić: Szeregi, których 
stosunek wyrazów jest pierwiastkiem kwadratowym z funkcyi loga- 
rytmowćj i staje się jednością dla n = w, będą zbieżne, gdy pier- 
wsza z pochodnych branych co do Ex która nie jest równa iloczy- 
nowi odpowiedniemu z liczb porządkowych, pomnożonemu przez 
liczbę o 2 większą dla szeregów ze znakami jednakowemi; lub zero, 
dla szeregów ze znakami na przemian, jest od tychże wartości wię- 
ksza; w przeciwnym razie szeregi są rozbieżne, 

, 

43. Niech będzie jeszcze: 

1. Szereg mający za stosunek wyrazów. 


Un ca PR | 


FLAC | n in 
ten stosunek wyrazimy tak: 
l dus 
A 


Un Ti 1 ię 


=f gl „| ina 
a rozwijając, otrzymamy: 


sa a a a ku 


Un +- 1 


n? 


ka: (s Fo + 2 DAA 


a zatóm, warunki zbieżności dla szeregów ze znakami jednakowe- 
mi, będą: 
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mla = 1 dese 
czyli: 
m= 2? m==2 


to jest: że szereg będzie zbieżnym, gdy a jest większe od pier- 
4 I 


wiastku m go stopnia z podstawy logarytmów, a gdy a = e”, to 
musi być wykładnik m większy od 2; gdy zaś im = 2, szereg 
jest rozbieżny; lecz może być szereg zbieżny jeszcze dla szczególnój 
wartości a = 1, wtedy giną wszystkie wyrazy mające a i będzie 
zbieżnym jeszcze, gdy m większe od 2; w przeciwnym razie roz- 
bieżny. 

2. Szereg, którego wyraz ogólny ma postać: 


1 i 
| l (n1) | ; (1) c 
R = l p= - - 
| ln j ln 
daje na stosunek wyrazów: 
| j l (i PAM 
(+) ET PPR | 


sei (+ aE 


a rozwijając, będzie: 


1 1 1 1 
KAE AR BEE. a A 
„FE 3 pg! 

bor g 
a stosując do tego prawo $ 16, będzie: 
1 2 1 
Us e Pam * 
n |—— SE - — - 
i Ft j widz m 
akad 


a że dla n = w, to wyrażenie jest równe 1, przeto idąc dalćj, 
będzie: 
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ln 1 
í ils ) E Eu 
n! n|[—— —1|— 1t oaz 
| e ) PRS, 


a czyniąc n = œ, jeszcze to wyrażenie jest równe jedności, 


i f n ; 
i mnożąc przez m? Pedzie: 


my | 1 
R GB 
z RER 
1 TEN n + . 


które dla n = w daje — S 


3. Szereg, którego wyraz ogólny jest: 
R -| UL (n--1) Be 


zatóćm szereg jest rozbieżny. 


lln 
ma za stosunek: 


UE) 1 HMEN | ra 
EA l Tg ,70-2) 
ln l TED 
a rozwijając to wyrażenie, otrzymamy: 
wn  _4.104-1, afa-|-1) a--1 |, (a+-1)(40a+1) 

R ---AL" PEL TE SPE 9 BI = ai 
Un +1 dą n w 2nż pi nlnlln A 2n?lnlln T 
to jest: aby szereg był zbieżnym, powinno być œ większe od zera, 
a gdy « = 0,trzeci wyraz staje się zero, i szereg rozbieżny. 

Zatóm szereg powyższy jest zbieżny; gdy «œ jest dodatne; roz- 
bieżny, gdy œ odjemne lub zero (*) 
a GGGRGE Gi - 


(*) Porównaj: „Catalan, Traitć ćlćment. des sćries* page 19 i 20. 
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ROZDZIAŁ CZWARTY. 


ZASTOSOWANIE PRAWA ZBIEŻNOŚCI DO SZEREGÓW 
WYRAŻONYCH PRZEZ FUNKCYE WYKŁADNICZE, 
PERYODYCZNE I UROJONE 


c. Szeregi wykładnicze. 


48. Gdy stosunek wyrazów szeregu ma szczególną postać, 
lub złożoną z pewnćj liczby czynników, dogodnićj jest często wpro- 
wadzić następujące przekształcenie w ogólnćm prawie zbieżności 
szeregów. 

Załóżmy, że stosunek wyrazów można przyprowadzić do po- 
staci: 

u 1 
—— [= Py 
Un +1 n 
gdzie P jest czynnik z n, a biorąc logarytmy i rozwijając drug; 
stronę, będzie: 


| — dla, LP + 1 f (0) + SA 


t 2 ln? 


km. 


D f (0) 
L 


rozwijając zaś samą funkcyą f i byłoby: 


bw szy Df (0) D2 f0) 
E Dula n Hiu +.) 


a warunki zbieżności dla szeregów o znakach jednakowych, by- 
łyby: 
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P> 404. (0) = 
Re dla 


D $ o 


Porównywając je z ER pierwszém, otrzymamy wa- 
runki potrzebne, wyrażone przez logarytm stosunku; jakoż waru- 
nek pierwszy P = 1, znaczy to samo co ¿P = 0; zatém ¿P po- 
winno znikać. 

Drugi warunek f (0) = 1, odpowiada / f (0) = 0. A że ma- 


my dalej: 
R Dfe 
DLA: 25 ) 


więc czyniąc « = 0 i uważając na warunki powyższe, będzie trze- 
ci warunek: 
D70) = 1 
Następny warunek otrzymamy, wiedząc że: 
gc DAE — (D f (2))* 
DL f (e) = 
dió J) 


a czyniąc « = 0, otrzymamy: 


DTA) _1 

red. 73 
podobnie: 

D3Łf(0) _ 1 

"SZT S 


i w ogóle: 
UO, cl 
"OK eo 
a ztąd zbierając razem, otrzymamy warunki: 
DE S S, 80M 
DIJO = 


D TO miL, 


wl v 
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. 
Dla szeregów znowu ze znakami na przemian, będzie: 


0 = 1 1f(00=0 

PIO = 0 DELO = 0 
<- -co daje: 

D f0) =0 D IFO = 0. 


Ztąd mamy nowe prawo, które się daje tak wysłowić: 

1. Szeregi będą zbieżne, gdy rozwijając logarytm stosunku 
wyrazów na szereg według odwrotności z n, wykładnik czynnika przed 
rozwinięciem jest mniejszy od zera, a gdy wykładnik niknie i staje 
się zero, szeregi będą zbieżne, gdy pierwszy wyraz rozwinięcia jest 
większy od zera, a rozbieżne, ody wykładnik większy od zera, lub 
pierwszy wyraz jest mniejszy od zera. 

2. Gdy pierwszy wyraz jest równy zero, to szeregi będą zbie- 
żne, gdy pierwsza pochodna, podzielona przez odpowiedni iloczyn 
z liczb porządkowych, która nie staje się równa odwrotności z liczby 
jéj rzędem będącćj; dla szeregów o znakach jednakowych lub zero, dla 
szeregów o znakach na przemian jest większa od tój odwrotności 
lub zera; w przeciwnym razie są rozbieżne. 

To prawo tak przerobione, daje się z łatwością stosować do 
szeregów, których wyraz ogólny, jest faunkcyą wykładniczą z n. 

4%. Warunki powyżćj otrzymane, wprowadzając do rozwi- 
nięcia, otrzymamy: 

U 1 1 il 
E aaa dE > Faut! > ewent (a) 
a ztąd warunki dla tego rodzaju szeregów, przedstawią się w na- 
stępnćj formule, oznaczając przez v spółczynnik któregokolwiek 
w yrazu, dla szeregów ze znakami jednakowemi: 


n me. „fab —- 1)... 4 $ A 
| Un -1 j val 
a dla szeregów o znakach na przemian: 
n? l św „AE =Ù. 
Un +1 

Gdy stosunek wyrazów dopełnia jednego lub kilku z tych 
warunków, szereg staje się granicznym. Jakoż powyższy szereg 
daje: 
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> 1 1 1 . 
Un iod e n? g31* . 


Gie 


Unyi 
ztąd szczególne postacie stosunku szeregów, będą: 


1  2n+l 
u n 2an? : 
to €£$ © F-RA. 
Unyi 
a wyrazy ich ogólne są: 
1 1 
Eae RR DKA: 
Un BRIT 2n+1 


e? " e? e on? 


Przedłużając wyrażenie (a) do nieskończoności, otrzymamy 
szereg graniczny główny, a że druga strona staje się wtedy 


równa: 
aa „| 
nj 


przeto stosunek tego szeregu mającego znaki jednakowe, bę- 
dzie: 


warunki zaś zbieżności dla szeregów o znakach na przemian, 
dają: 
u 
RO. imp" Je: 
Un + 1 
są to stosunki szeregów granicznych głównych, dla obu ro- 
dzai szeregów takież same, jak dla funkcyi algebraicznych. 


50. Zastosujmy to prawo do szczególnych postaci stosun- 
ku wyrazów; i tak, gdy 


Un = Ø 0 
Un +1 
mamy: 
u A 
LR f(n) 
Una +1 
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a gdy f (n) jest funkcyą algebraiczną stopnia a, będzie rozwi- 
Jając: F 
E RNE „0 
RS = I Otman 
Warunki zbieżności są: 
| n* f(0)=0 n* f(0)=0 
dla znaków | u*g'(0)=1 dla znaków ny (0 =0 
jednakowych: na jn (0) = 1 na przemian: a f(0=0 


Ponieważ a jest stopień funkcyi /(0), przeto jakiekolwiek 
jest œ, f(0) nie może być zerem, gdyż œ nie byłoby stopniem 
funkcyi; zatém gdy & jest większe od zera, wyraz pierwszy staje się 
nieskończonym, a szeregi będą zbieżne lub rozbieżne, według te- 
go jak /(0) dodatne lub odjemne. Gdy a jest równe zero, to jeszcze 
szeregi będą zbieżne lub rozbieżne, według tego jak f (0) dodatne lub 
odjemne; gdy nakoniec © jest mniejsze od zera, wszystkie warun- 
ki stają się zero, i szeregi są rozbieżne. 

Dla szeregów o znakach na przemian, gdy œ œ> 0, szere- 
gi będą dla powyższćj przyczyny zbieżne lub rozbieżne, według te - 
go jak / (0) jest dodatne lub odjemne; gdy « =0, będą jeszcze zbie- 
żne, gdy /(0), dodatne; nakoniec gdy œ << 0, będą rozbieżne. 

A zbierając to razem i uważając na znak funkcyi wykładni- 
ka, powiemy: 

Szeregi tak ze znakami jednakowemi jak na przemian, których 
stosunek wyraża się przez podstawę logarytmów, mającą za wykła- 
dnik funkcyą algebraiczna; będą zbieżne, gdy stopień funkcyi jest ró- 
wny lub większy od zera, a wykładnik dodatny; rozbieżne, gdy wykła- 
dnik odjemny; gdy zaś stopień funkcyi odjemny, szeregi są za- 
wsze rozbieżne. 

54. Niech będzie szereg, którego stosunek wyrazów jest: 


bony + dbyny 1 + ... 
PL 


ün 


Un +1 


Sagah +a,n IF" a a 
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na mocy powyższego prawa będzie zbieżnym, gdy v — 4 > 0, i 

fo — 0;to jest gdy oba spółczynnika ao i bo dodatne lub odjemne; 
o 


gdy zaś oba znaków różnych, lub gdy v—u << 0, jest rozbieżnym. 

Zatém prawo zbieżności dla funkcyi wykładniczćj, którćj 
wykładnik jest funkcyą algebraiczną ułamkową, jest prostsze 
od prawa dla samych funkcyi algebraicznych lub logarytmo- 
wych, i zależy tylko od stopnia i spółczynników pierwszych 
wyrazów funkcyi, a zupełnie nie zależne od innych spółczyn- 
ników. 

Godnóm także uwagi, że tego rodzaju szeregi nie mają 
szeregów granicznych, lecz odrazu przechodzą ze zbieżnych 
w rozbieżne. 


52. Gdy stosunek wyrazów ma postać: 


aia y(n) 
ma 7 
będzie: 
Un 


l 


= Y (n) l f(n) 


oznaczając przez ai 5 AE funkcyi algebraicznych 9 (n) i f(n), 
i wyłączając czynniki z n, będzie: 
WLLEPRPET ofi jowi E Ji 
Un +1 i j 
a rozwijając, otrzymamy: 


Un + 


B A (Bra PRO) 


89 (0) + - SE Zfnż TF" 
PE zwi p o rodki 
Un--1 2 zyj nln W n? ln Tada 
oo BO aE De | 
| In? ln. 2 n3 ln gg 


przeto warunki będą: 
n* lng9(0)=0 
n*lnf89'(0)=L it. d. 
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Tu trzeba rozróżnić dwa przypadki: albo 8 i g (0) mają 
znaki też same, lub różne. 

1. Gdy iœ (0) mają znaki też same, to wyrażenie 
pierwsze jest zawsze dodatne, igdy œ > 0, staje się dla n=% 
nieskończone, a szeregi zbieżne; gdy œ < 0, szeregi będą roz- 
bieżne; gdy © = 0, to p (0) nie może być zerem, albowiem a 
nie byłoby stopniem funkcyi g (n); przeto jest dodatne lub odje- 
mne, a zatćm jakiekolwiek będzie 8, szeregi będą zbieżne; a gdy 
É = 0, to gdy p (0) dodatne, szeregi zbieżne, gdy odjemne, 
szeregi rózbieżne. 

2. Gdyf i g (0) mają znaki różne, to wyrażenia powyż- 
sze są ciągle odjemne, i szeregi rozbieżne. 

A zbierając to razem i uważając na znak funkcyi wykładni- 
ka, otrzymamy prawo: 

Szeregi tak ze znakami jednakowemi, jak na przemian, któ- 
rych stosunek wyrazów jest. juukcyą wykładniczą, mającą za pod- 
stawę i wykładnik funkcye algebraiczne; są zbieżne, gdy stopień pod- 
stawy i wykładnik są jednakowych znaków, a stopień wykładnika 
większy od zera; gdy stopień wykładnika równy zero, są jeszcze zbie- 
żne, gdy wykładnik dodatny; w każdym innym razie rozbieżne, 


3. Niech będzie szereg, którego stosunek wyrazów jest: 
Un 
Uni 
to mamy 8 = 1, & = 1 i Ọ (0) = c; przeto gdy c dodatne, 
szeregi są zbieżne; gdy c odjemne, szeregi są rozbieżne; gdy zaś 
c = 0, toi a = 0, zatóm gdy d dodatne, szeregi są zbieżne, 
gdy d odjemne, szeregi rozbieżne; a gdy d = 0, szereg roz- 
bieżny, gdyż stosunek staje się stale jednością. 
Podobnie szereg mający za stosunek: 


HH e z) S9 


Un--1 


= (an+ 10 ią "o 


gdzie 5 = (,i a = 0, będzie zbieżnym, gdy e dodatne; roz- 
bieżnym, gdy odjemne; a gdy c = 0, będzie zbieżnym, gdy d 
dodatne, rozbieżnym gdy d £ 0. 
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SA. Szereg, którego stosunek wyrazów jest: 

WĄS K GHD 

Unyi F; (OM 
gdzie oznaczając stopnie funkcyi fi p przez gi a, a wyłą- 
czając x i oznaczając przez 9, i P2, f1 i f2; funkcye 9 (u) 
i p (n+-1), f (u) i f (n+1) po wyrzuceniu czynnika z a; i bio- 
rąc logarytmy, otrzymamy: 


RRS F 
Un +1 | 

oznaczmy dalćj: - 
pln) ETENE wazny od. 


lu(Pa— 91) + Pe 1f2-— Pal j 


to będzie: 
Qim 0 + ar n"! H+ az nt Aig 
p, = a, + (da, +a,)n"' + 
b |ala—a +21 «—l)a, +żaz | a 
podobnie gdy: 


aprii 


f (0) = b, n$ + AE E R 

Ja a bob " Ł0z DŻ boa 

fa= bo FBbo FO) n I +... 
biorąc logatytmy, będzie: 


b 2b b, —b?  D3If 
hif hbo + =+ 5 1 -+ j: 


PZ e E 
4 (Ebo +81) 2bo(ba= br) tbi Bo DSL, 
Mariet bal e 22n? "8n3 * 
a ztąd wyrażenie stosunku zamieni się na: - 
| M 25041 | Binga, +a(B+alb,) BE O l 
Un iR 1 | a 4 j 


ztąd warunki będą: 
„ntlnhaa,=0 
nit © (84.a(b,) = 1. 
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z których widzimy, że dopóki « > 1, szeregi są zbieżne, by- 
leby fi a, były tych samych znaków, gdy znaków przeci- 
wnych są rozbieżne,; są jeszcze zbieżne, gdy œ = 1, a nawet 
gdy 8 = 0, byleby a, było dodatne, gdy zaś a, = 0, wyra- 
żenie p (n) przestaje być stopnia © i ma inną postać, do któ- 
réj można znowu stosować to prawo. 

Wyrażenie powyższe stosunku, odpowiada wyrazowi n mu 
postaci: 
R 1 
"1 (u)70 
a zatóm: szeregi których wyraz ogólny jest odwrotnością, z funkcyi 
wykładniczćj, mającćj za podstawę iwykładnik funkcye algebraiczne, 
są zbieżne, gdy stopień podstawy i wykładnik mają też same znaki i 
gdy stopień wykładnika większy od jedności; są jeszcze zbieżne, gdy ten 
stopień równy jedności, jakikolwiek jest stopień podstawy; a nawet 
zbieżne, gdy ten stopień jest zero, byleby wykładnik był dodatny. 

I tak, szereg, który za wyraz ogólny ma: (*) 


Un 


ph 
UST UEF 
A n 
daje: 
n+-2 
Na pie SĘ" 
Un 1 n+l 
n * 


to mamy « = 0, 8 = 1, i a, = l; zatćm stopień podstawy 
i wykładnika, mają też same znaki, stopień wykładnika równy 
zero, i wykładnik dodatny, przeto szereg jest zbieżny. 


d. Szeregi peryodyczne. 


55. Funkcye trygonometryczne, elliptyczne, i t. p. 
w ogóle funkcye peryodyczne, to jest zmieniające się stale, 
w pewnych granicach, podlegają tymże samym prawom. 


(°) Patrz Catalan, „Traité élémentaire des séries“ str. 19. Szereg 
powyższy podany jako rozbieżny. 
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Jakoż oznaczmy w ogóle przez £ f (n) funkcyą peryodyczną 
t, z jakićjkolwiek funkcyi nieperyodycznćj f (n); to ponieważ 
mamy: 


J/ (1) =P (n) a 


gdzie P (n) zawiera wszystkie czynniki z n, stające się nieskoń- 


czónemi lub zero, a f (x ma wartości nieskończone dla n=% 


przeto będzie: 


fl) =t | P (n) f l 


tu mogą zajść trzy przypadki: albo P (n) staje się z n nieskoń- 
czonćm, lub zero, lub też niknie. 

Gdy P (n) rośnie i staje się nieskończone, funkcya £ może być 
peryodyczną lub nie; gdy P (x) ubywa stale do zera, gdy n=% , 
funkcya £ zmniejszająca się zrazu peryodycznie ub nie, kończy 
się zawsze po przejściu ostatniego peryodu nieperyodycznie 
i dąży do granicy oznaczonćj wartością £ (0); nakoniec, 


gdy P (n) znika, to j (x) gdy n dąży do nieskończoności, dąży do 


granicy oznaczonćj wartością stałą / (0), a funkcya £ znowu 
zrazu zmniejszająca się peryodycznie lub nie, będzie w końu nie- 
peryodyczną i zdążać będzie do granicy oznaczonćj wartością 
t f (0). 

W dwóch więc przypadkach, gdy P (x) staje się zero lub znika, 
funkcya peryodyczna £ kończy się nieperyodycznie i dąży do pe- 
wnój granicy; otóż w tych dwóch przypadkach, prawa zbieżności 
wyżćj podane ściśle się dadzą zastosować, zacząwszy od wartości, 
dla którćj funkcya przestaje być peryodyczną, i zdąża do pewnćj 
granicy. 

A zatóm mamy twierdzenie: szeregi których stosunek wyrazów 
wyraża się przez fjunkcye peryodyczne, z pewnych funkcyt, które 
dla n = w dążą do zera lub ilości stałćj, są zbieżne lub rozbieżne, 
według tychże samych praw, jak funkcye nieperyodyczne. 

56. I tak: niech będzie szereg, którego wyraz ogólny jest 
postaci: 
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1 
Up Z ; P 
(L+ sty a)? (1 + sty rr 


stosunek wyrazów jest: 


Un a 
gdy n = w, stosunek ten dąży do jedności, gdyż funkcya sty Z 
dąży do zera. 


Ponieważ funkya ta jest peryodyczną od > z do — zr f 
więc peryod stanowi r, zatém możne położyć: 


= k r + o 
Í è 1 1 
gdzie ę zawarte w granicach od 77 do a slei 


Funkcya: 


sty > = sty ZER 


n 
dla n = 1 staje się równa sty 9, gdy n rośnie, zamienia się, lecz 
jest pewna wartość n, która czyni stosunek- mniejszym od $ R 


oznaczając ją przez nę, to będzie: 


1 WSROD ZA 
r T 
a że 2 » << z, przeto ta wartość będzie: 
ny = 2 k + dz 


zatóm od n = 1, do ni =2k + 1, funkcya będzie peryodyczną; 
a zacząwszy od 2 k 4 1 do nieskończoności, funkcya będzie stale 
ubywać i dążyć do zera. 


Jakoż w tćj granicy rozwijając sty < na szereg, będzie: 


Un 1 a 
= + — 
Un + 1 n 


a 
a r, „Ga 
n? 
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dla n = w stosunek ten jest jednością, dalćj gdy a > 1, 
szereg mający znaki jednakowe, będzie zbieżnym; gdy zaś a £ 1: 
będzie rozbieżny, albowiem następny wyraz odjemny; gdy sze- 
reg ma znaki na przemian, będzie zbieżnym gdy a > 0, roz- 
bieżnym gdy a A 1. 

53. Pozostaje rozstrząsnąć ostatni przypadek, gdy fun- 
kcya pod funkcyą peryodyczną będąca, rośnie z n i dąży do 
nieskończoności; tu mamy znowu dwa przypadki: albo funkcya 
dla różnych wartości v rosnących, ma wartości peryodyczne; lub 
tóż zmienia się nieperyodycznie, lecz zawsze w granicach pe- 
ryodu. 

Gdy funkcya zmienia się peryodycznie, to zbierając wyra- 
zy stanowiące peryod w gruppy, i oznaczając przez ga Wyraz 
n ty gruppy, wartości tych grupp będą z » dążyć do pewnćj war- 
tości, będącćj summą wartości funkcyi w peryodzie, która musi 
być oznaczoną, i do tak utworzonego szeregu, można już stosować 
prawa wyżćj podane. 

58. Prawo powyższe wymaga poznania warunków, jakim 
podlegać winna funkcya £ f (n), aby miała wartości peryodyczne. 
Z założenia funkcya f (n) nie jest peryodyczną; załóżmy, że fun- 
kcya £ (æ) jest peryodyczną dla wartości: 

g= 0, £,24,8€ . 
tak, że mamy: 
t (ke+a) = t (a). 
Gdy funkcya f (x) jest algebraiczną, to aby: 
t(a,n” + a, n”"! +...) 
było peryodycznóm, musi być a, = a gdzie kiu są liczby ca- 


łe, a wyrażenie powyższe będzie miało m wartości różnych, al- 
bowiem: 
ke ke 
ff——w +0, L+...|= tiara" + w 
u 
z których jednak każda będzie miała nieskończoną ilość wartości 
różnych, zmieniając n, znajdujące się w dalszych wyrazach. Aby 
więc i te wartości były peryodyczne, potrzeba aby znowu: 
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Ztąd wypada: że aby funkcya peryodyczna miała wartości 
peryodyczne, wszystkie spółczynniki n w funkcyi f (n) powinny być 
współmierne z peryodem e. 

Aby funkcya miała wszystkie wartości równe, potrzeba aby 
ilości stałe m, m,, i t. d. były równe jedności, wtedy każdy spół- 
czynnik będzie wielokrotny z peryodem, jakoż: 

t(ken” ka, n*-! +-...) =t(a, n*-! +- ,. .) 
i nakoniec: 
tla En +a, )=£(a,) 
i wszystkie wartości funkcyi będą równe £( a, ), i będą miały 
"znaki jednakowe. 

Aby funkcya miała wartości ze znakami na przemian, potrze- 
ba aby w granicach peryodu, przechodziła z dodatnćj na odjem- 
ną, i aby jeden ze spółczynników był równy: 
ke 
2 
gdy wszystkie inne wielokrotne względem e; albowiem wtedy 
wszystkie wyrazy nikną, i pozostanie: 


ke, l 
2 (2 n)” + a 


dm = 


SSI E ) 


10 l 
| 
ke ) 

t f (2t I ta £ (443) 
[2 "A 


Kombinując te warunki z sobą, otrzymamy rozmaite kombi- 
nacye zmian znaków i wartości wyrazów szeregu. 


5%. Nakoniec gdy funkcya pod funkcyą peryodyczną bę- 
dąca, rośnie z n i dąży do nieskończoności, a funkcya peryodycz- 
na zmieniając swą wartość, nie ma wartości peryodycznych, to 
zawsze muszą one zawierać się w granicach oznaczonych pe- 
ryodu. t 

Załóżmy więc, że wartości graniczne funkcyi, między które- 
mi może się zmieniać, są e, i e, z których e, jest granicą niższą, 


1! 
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a e, wyższą; i że stosunek wyrazów szeregu wyraża się przez 
funkcyą postaci: 

= | P (w) f 5 J 


) 


to wartości tego stosunku będą się zmieniać, lecz zawsze będą za- 
warte między: 


zy 


Un 


1 — 6 
Un +1 Un -- 1 


Ztąd zbierając wyrazy po n tym, będzie: 
í 1 
Sy EE mài; tat] 
ża I 


| 1 1 3 
i k A + apn 
2 eż 

gdy więc szereg ma znaki jednakowe, i gdy granica niższa e, bę- 
dzie większa od jedności, €, > 1, i szeregi będą zbieżne; gdy 
ei = 1, wyrażenie pierwsze w nawiasie jest nieskończonóćm; dru- 
gie skończone, i szereg może być zbieżny; gdy zaś e, £ 1, wyra- 
żenie pierwsze staje się nieskończonćm, i wszystko zależy teraz 
od granicy wyższćj, Gdy €, > 1. szeregi mogą być zbieżne, gdyż 
drugie wyrażenie w nawiasie, ma wartość skończoną: gdy e < 1, 
aż do ć, > — 1, gdy & > — 1, szeregi są rozbieżne; lecz gdy 
przy tych wartościach €,, & << — I, szeregi znowu mogą być 
zbieżne; nakoniec gdy «, < — 1 i e, musi być << — 1, i szeregi 

są wciąż zbieżne. 
- Gdy granica e, = 1 lub & = —1, rozwińmy wyrażenie po- 


wyższe na szereg co do : „uważając P (n) za stały czynnik, bę- 


dzie: 
grz Ue] A P./(0) + 
Up + 1 
ponieważ dla u = » jedna z granie wartości funkcyi ź jest jedno- 
ścią, więc dla tćj granicy staje się £ P f (0) = 1,idla tćj warto- 
ści funkcyi, można już zastosować prawo zbieżności szeregów, i bę- 
dzie dla szeregów mających znaki jednakowe: 


LIOF 
m4 
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rP POI 
t" Pf (0) = 2 
PE EW! 

Zatóm: gdy stosunek wyrazów szeregu wyraża się przez fun- 
keya peryodyczną, i gdy wyrazy mają znaki jednakowe, ora: gdy 
ta funkcya nie dąży 2 n do stałćj granicy, lecz zmienia się w sta- 
łych granicach, szereg będzie zbieżnym, gdy granica niższa peryo- 
du, będzie wisksza od jedności, lub granica wyższa mniejsza 
od— 1; a gdy te granice równe odpowiednićj jedności, będą jeszcze 
zbieżne, gdy pierwsza z pochodnych téj funkcyi wzięta co do od- 
wrotności z n, która nie staje si; równa odpowiedniemu sobie ilo- 
czynowi liczb porządkowych, jest od niego większa; gdy graùice 
obie zawarte między + 1, szeregi są wciąż rozbieżne; a w innych 
przypadkach mogą być rozbieżne lub zbieżne. 

GO. Zbierając więc przypadki tu otrzymane, będzie: 


gdy e, jakiekolwiek a 1 . . . szeregi zbieżne 
dial 
&>l Ja wj A 1" szeregi wątpliwe 
+<£l | (e, <1 pozyczyc | "e 
sea anae a Gagahi szeregi rozbieżne 
TEA A i 
A wi | św 6, £—1. . „ szeregi wątpliwe 


2K—1 . . . 4, jakiekolwiek szeregi zbieżne. 


Przypadki więc wątpliwe są, gdy ©, > lae, zawarte w gra- 
nicach + 1, i gdy & < — 1, a e, zawarte w tychże granicach, 
gdyż w obu razach jedno z powyższych wyrażeń (a), jest nieskoń- 
czone, drugie skończone. Dla tych to przypadków, prawo zbie- 
żności szeregów nie daje się zastosować, gdyż zmiany wartości 
wyrazów zupełnie odbywają się nieprawidłowo lecz to już są 
przypadki wyjątkowe i nieliczne. Powtórzyć tu wypada ($ 4), że, 
gdy wyrazy szeregu dążą nie do zera, lecz do pewnćj skończonćj 
granicy różnćj od zera, stałćj lub peryodycznie zmiennćj, szeregi 
są zawsze rozbieżne. 

64. Niech będzie szereg, którego stosunek wyrazów jest: 


http://rcin.org.pl 


84 CZĘŚĆ 1 


Ww 1+ kdo? (a+1) 9 
Un + 1 y~ k wst? (n+ 1) o 


gdy n rośnie, stosunek ten zmienia się między granicami zy 


granica niższa odpowiada wartości kąta (n+1) = - ; 
Gdy k<1i>>0,szereg ten jest zbieżnym; gdy zaś k> 11 <0, 


szereg jest rozbieżnym, gdyż granica stosunku - p staje się mniej- 


sza od jedności lub odjemna. Gdy Æ = 1, będzie: 


A Wiz 
ni 1 + dos nfi $ „| : 


nd aru: wst w (14 2 
By n 
a biorąc pochodną tego wyrażenia co do R i czyniąc naprzód 


(n+1) 5 =ą odpowiadające granicy niższćj, a następnie n=% , 
otrzymamy wartość odjemną, a zatém szereg jest w tćj granicy 
rozbieżny. 

Zatém szereg powyższy jest zbieżny dla jakićjkolwiek war- 
tości kąta z, byleby Æ było zawarte między 0 i 1 (*), w których 
to jednak granicach jest rozbieżny. 

Lecz szereg, którego stosunek wyrazów jest: 


„+1 R 
ca LHK LM i 
ode k wst? ” til ? 


a 
jest zbieżny w obszerniejszych granicach, jakoż granice między któ- 
remi zamienia się wartość stosunku, są też same co wyżćj A LOI 


granica niższa odpowiada wartości Ah AZ > ;tak że,gdyk<<1 


i k > O szereg jest zbieżny; lecz gdy Æ = 1, biorąc pochodne te- 
go wyrażenia co do a, wprowadzając wartości dla z dające gra- 


(*) Patrz: Catalan „Traité élémentaire des sćries:* page 9. 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ 1V. 85 
nicę niższą, otrzymamy na wartość téj REM 4 27, zatćm wå- 


runek pierwszy daje 4 9* = 1, czyli 5 = ż ; ztąd gdy k = 1, sze- 
regi będą jeszcze zbieżne, gdy kąt jest stale większy PE g pro- 
mienia, czyli zawarty między o i2z;a rozbieżny, gdy o zawar- 


te między 0 i ka . 


c. Szeregi urojone. 


G2. Wiemy że każde wyrażenie urojone daje się sprowadzić 
do summy algebraicznej dwóch wyrażeń rzeczywistych, z których 
jedno ma za współczynnik wartość urojoną jedności, którą będzie- 
my oznaczać przez i. 

Zatóm wyraz ogólny szeregu, mającego wyrazy urojone, daje 
się przedstawić pod TY 


n =f (u) + i 9 (n) (a) 
a szereg sam daje się rozebrać na summę dwóch szeregów rze- 
czywistych, z których jeden ma za spółczynnik į a których wyrazy 
ogólne są: 
vn =f (n) i w, =9g9(n) 

Aby więc szereg taki mógł być zbieżny czyli mieć wartość 
urojoną skończoną, dosyć jest aby oba szeregi rzeczywiste były 
zbieżne. 

Ztąd mamy następujące znane twierdzenie: 

Zbieżność szeregów urojonych sprowadza się do zbieżności 
szeregów rzeczywistych. 

Aże według powyższych zasad umiemy oznaczyć stosunki 
zbieżności szeregów rzeczywistych, nie udając się do modułów 
wyrażeń urojonych; przeto i zbieżność szeregów urojonych spro- 
wadza się do tychże samych warunków niezależnie od modułów 
wyrażeń urojonych. 

63. Wyraz ogólny (a) daje się wyrazić pod postacią: 

Up = r, (dos CG, + Ł Wst ©, ) 
http://rcin.org.pl 


86 CZĘŚĆ 1. 
gdzie r„ jest moduł wyrazu ogólnego i równa się: 


„ =J//J3(n) + 9” (3) 
a szereg da się rozebrać na dwa szeregi rzeczywiste mające za 
wyrazy ogólne: 
ba =wv, (108.0 Wa = M. WS ©, 

Zatóm aby był zbieżnym, dosyć jest aby te dwa szeregi by- 
ły zbieżne. 

Zbieżność tych dwóch szeregów sprowadzić można do zbie- 
żności jednego szeregu. Albowiem gdy szereg modułów r», jest 
zbieżnym, widoczna jest że i szeregi dwa powyższe będą zbieżne 
a ztąd i szereg dany. 

Lecz to twierdzenie nie daje się odwrócić i szeregi oba mo- 
gą być zbieżne, chociaż szereg modułów nie będzie zbieżnym. 
Jakoż dwa szeregi powyższe w ogóle są peryodyczne co do zna- 
ków, szereg zaś modułów ma znaki jednakowe, a że wyżéj do- 
wiedliśmy, że takie szeregi mają zawsze warunki zbieżności: zu- 
pełnie inne, a mianowicie szeregi ze znakami na przemian mają 
granice zbieżności obszerniejsze; przeto szereg modułów może 
być rozbieżnym, a jednak szeregi pierwsze będą zbieżne. 

Niech będzie szereg mający za wyraz ogólny: 


nz 
2 


daje się rozłożyć na dwa szeregi mające za wyrazy ogólne: 


l h 
u ER dos i wst 
n 
n 


t — m 1 = Kx = 
ki 4n dn+2 
i 1 
Ww, = 


dnl  4n43 
i oba są zbieżne, więc szereg dany jest zbieżnym; gdy tymczasem, 
szereg modułów których wyraz ogólny jest: 


AW 


jest rozbieżnym. 
Zatóm: warunki zbieżności otrzymane z szeregu modułów, nie 
są właściwe do oznaczenia zbieżności szeregów urojonych. 
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Wniosek. Ztąd wypada, że tylko wtedy zbieżność szeregu 
modułów może odpowiadać zbieżności szeregów urojonych, kiedy 
one mają wyrazy z jednakowemi znakami. 

64. Gdy warunki zbieżności szeregu modułów nie są wła- 
ści we do oznaczenia zbieżności szeregów urojonych; tóm bardziej 
przeto nie można ich stosować do szeregów rzeczywistych. Ca- 
ła więc teorya sprowadzająca poznanie zbieżności jakichkolwiek 
szeregów do zbieżności szeregu modułów, nie może dawać pra- 
wdziwych i właściwych warunków i musi prowadzić do wypad- 
ków błędnych, jak to niżćj zobaczymy na przykładach. 

A że w $ 62 dowiedliśmy, że zbieżność szeregów urojonych 
zależna jest od zbieżności szeregów rzeczywistych; przeto mamy 
twierdzenie: 

Zbieżność szeregów tak urojonych, jak rzeczywistych, poznaje 
się tylko z warunków służących dla szeregów rzeczywistych. 

Tym sposobem cała teorya zbieżności szeregów sprowadzo- 
ną została na właściwą drogę, a nie wikłając się w ilościach urojo- 
nych, czyni je właśnie, zgodnie z początkowemi zasadami algebry 
zależnemi od ilości rzeczywistych (*). 


(*) Porównaj: Schlómilch. „Compendium der höheren analysis * 
Braunschweig 1862 edit 2, T. 1, kar. 183, $ 40 o szeregach peryodycznych. 

Catalan: „Traité ćlćmentarie des sćries.'* Paris 1860, page 30. 
O szeregach urojonych i peryodycznych razem, $ 44 do 52, i t. p. 
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ROZDZIAŁ PIĄTY. 


ZASTOSOWANIE PRAWA ZBIEŻNOŚCI DO ILOCZYNÓW 
NIESKOŃCZONEJ LICZBY CZYNNIKÓW. 


65. Jako zastosowanie prawa zbieżności, podamy jeszcze 
prawo dla iloczynu nieskończonćj liczby czynników. 

Jakoż niech będzie iloczyn czynników zaczynając od wyrazu 
n go: i 

P, = u Un 41 ln -+-2 + > » (a) 

Zawsze można przyjąć, że czynniki są dodatne; albowiem gdy 
byłyby odjemne, iloczyn ich byłby co do wartości ten sam, lecz był- 
by dodatny lub odjemny, według jak ich liczba byłaby parzysta lub 
nieparzysta. 

Biorąc logarytmy otrzymamy: 


IP =lu lu +1 + ... (b) 
gdzie mamy między P„ i l P„ taką zależność, gdy: 
Pi EP = 
Pa =1 l Pa = 0 
Pa = 0 l Pe = — o. 


Zatém: iloczyn nieskończonéj liczby czynników będzie roz- 
bieżnym, gdy logarytm jego jest dodatnie nieskończonym, w ka- 
żdym innym razie jest zbieżnym, a gdy logarytm jego staje się 
równy — w jego wartość jest jeszcze skończoną i równa zero. 

Że zaś logarytmy czynników iloczynu (a) są zawsze dodatne; 
przeto iloczyn czynników będzie w tychże samych warunkach 
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zbieżnym co i szereg logarytmów z jego wyrazów złożony o zna- 
kach jednakowych, i prawa zbieżności szeregów wyżćj podane, 
ściśle tu zastosować się dają, a ztąd warunki będą: 


św 1 RETER © 
120 = mih aa „md 


Pierwszy wychodzi na: 


| ĘS 1 
Unti] o 
a zatóm iloczyny są zbieżne, gdy stosnnek » tych czynników jest 
większy od jedności. 
Rozwijając wyrażenie (c) będzie: 
lu, ji 1 a 
KE =] pa tzat bzy 
i można powiedzićć, że iloczyny nieskończoućj liczby czynników bę- 
dą zbieżne; gdy, rozwijając stosunek logarytmów n tych czynników 
według odwrotności z n, pierwszy spółczynnik rozwinięcia, który 
nie staje się jednością, jest większy od jedności. 
GG. Jako przykład weźmy wyrażenie: 


Tt FNS /44)2 2n |? 
5)” (3) (5) (> a 


n ty czynnik: 
| 2n | 1 
de: sr] =: A 
> 2n+1 „W 
(: $ 2n 


WE e ZIE 


a ztąd stosunek ich logarytmów: 
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lu, 


luz +1 1—3(2n)-1 +... 


jest funkcyą algebraiczną; i podług $ 37, ponieważ pierwsze wy- 
razy są sobie równe, więc następny spółezynnik licznika zmniej- 
szony pierwszym, powinien być większym od drugiego spółczyn- 
nika mianownika, to jest: 


1 5 1 5 
ad a bad E POMPON 


a zatóm warunek dopełniony; iloczyn ten czynników jest zbieżny, 
i jest prawdziwćm wyrażeniem połowy stosunku okręgu koła do 
średnicy. 
63. Gdy iloczyn czynników ma postać następną: 
Pa = (%o + Yo) (Wy +0)... (Un + vn ) (a) 
gdzie ug u, . . «tot, ... S funkcyami z n, to zawsze można te- 
mu wyrażeniu, dzieląc przez ilości większe, nadać postać: 


Piu ti SERERE (ze) (b) 
1 n 


tto 
a biorąc logarytmy wypada: 
LPa = Luot lu Hone tH ln + 


PE t 


fe 4 ( x 

Ugo 
a zatém, aby powyższy iloczyn był zbieżnym, potrzeba i dostate- 
czna, aby był zbieżnym każdy z dwóch iloczynów z osobna; jeden 


zaczynający się od w, drugi zaczynający się od | 1 + A Za- 
0 U 


tém: poszukiwanie zbieżności jakiekolwiek iloczynu można zawsze 
sprowadzić do poszukiwania zbieżności dwóch iloczynów: jednego, 
którego każdy czynnik składa się z jednego wyrazu, i drugiego, 
którego każdy czynnik jest dwumianem mającym za pierwszy wy- 
raz jedność, aza drugi funkcyą dającą się rozwinąć według od- 
wrotności z n. 
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GS. Według $ 65 umiemy oznaczyć zbieżność iloczynu 
czynników złożonych z jednego wyrazu, pozostaje podać prawo 
zbieżności dla iloczynu czynników dwumianowych postaci: 

P=(1+w)-..(1 +1) (c) 
gdzie v„ daje się rozwinąć na szereg: 
a, dą 
BERLAGE +73 > 557 HS SZ 
n n” 
a ztąd: 


a;— 2a +a, sA 


— A 


tap = o Hi 14? ai w 


Zatém biorąc stosunek ER n tych czynników otrzy- 
mamy: 
a, M 
LIEF va) _ (14a a * on WA pi 
NETA + 1) z 


5 
w 

| 
8 


| (Frad = toa Tirra 
druga strona daje się tak wyrazić: 


í a, | 

Te GTE + ka * Okaa t M. 
4 

ky 


KL +. 1) 


i | osb, dą—q; 
(1+ or (1+ Fam t 
Zaczynając od wyrazu dostatecznie wielkiego, drugie wyra- 
zy mogą być rozwinięte na szereg i otrzymamy jeszcze: 


Marat 1+ 


Ilton EAE m (d) 
TET 
Nta) + Tai Sg 
A stosując do tego prawo Gaussa, rozciągnięte do wszy- 
stkich spółczynników rozwinięcia § 37; ponieważ pierwsze wyrazy 
drugićj strony są równe, a następne dają: 


dy 


przeto: 
— 8(1 + a) =0 
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jest granicą zbieżności i potrzeba aby logarytm odjemny był 
większy od zera, zatóm 1 -H a, musi być ułomkiem, to jest: 

1 Hay<ż 1 a < 0 

czyli: 

1 --a>0 a > — 1 
zatém iloczyn powyższéj postaci będzie zbieżnym, gdy wyrazy 
va dążą dla n = œ do granicy zawartéj między O i — 1; to jest 
gdy w granicy stają się odjemnym ułomkiem a dwumiany dążą 
również do granicy mniejszéj od jedności, a większéj od zera. 

Daléj, gdy granica ta jest — 1 szeregi w téj granicy stają 

się zbieżne, albowiem jest — ł(0) = -} w >0; w drugićj 
granicy, gdy v, staje się zero, powyższy warunek będzie dopeł- 
niony i szeregi mogą być zbieżne; jakoż aby znaleźć dalsze wa- 
runki, wprowadźmy w (d) a, = 0 a otrzymamy po uproszczeniu: 


(1 HUn + 1) 

2az—a? 3az—3aa, +a? 
END ASB 
(20—2a,—aż 3a;—6a, + 30, —3a,0 + Ba? +03 (e) 

DĄ: + A KKA: OA S 

2n dna 
które rozwijając według odwrotności z n, pierwszy spółczynnik 
który nie jest jednością, powinien być większy od jedności, aby 
szereg był zbieżny. Albo stosując prawo Gaussa ($ 37); otrzy- 
mamy uważając, że pierwsze wyrazy są też same, drugie także 
sprawdzają warunek, drugi albowiem: 


2a, —a? 2a,—2a,—a? 
Rabki. zwei z 1 
2 2 
następne spółczynniki dają dopiero po uproszczeniu: 
2a, = a? + 2a, 
12a; = 6a; (2a, + 3) — a, (4a? + 9a, + 6) (£) 
Zatém a, może być jakiekolwiek, ale potrzeba aby a» a na- 
stępnie a; dopełniały warunków (7). 
Gdy a, = 0 musi być 
Gą 2 0) 
Zayc="Ja;. 160. 
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zatém musi być a, > 0 a gdy a, = 0 musi być a; > 0 i t. p. 

Gdy więc a, = 0, warunki bardzo prosto wyrażają się, to 
jest, aby iloczyn był zbieżny, pierwszy spółczynnik rozwinięcia dru- 
giego wyrazu dwumianu, który nie staje się zero, powinien być ró- 
żny od zera. 

Podobnie znajdziemy, gdy drugie wyrazy dwumianów są 
odjemne, następne warunki: 

2a, = a, (2 — a,) 
12a; = 6a, (3—2a,) —a, (6—9 a, + 4a?) 
a gdy a, = 0 warunki są: 
a =0 
2a3=3a, itp. 
tak jak wyżćj. 

Zbierając to razem, mamy prawo ogólne: 

1. Roczyny złożone z dwumianów, których pierwsze wyrazy 
są jednością, a drugie jakiekolwiek będą zbieżne, gdy drugie wy- 
razy dwumianów, zbiegają się do granicy zawartćj między 0 i -— 1 
czyli mają za granicę ułomek odjemny; a nawet są zbieżne za- 
wsze w granicy — 1. 

2. Gdy zaś wyrazy drugie dwumianów, zbiegają si; do gra- 
nicy zero, iloczyny będą zbieżne, gdy pierwszy z spółczynników roz- 
winięcia stosunku logarytmów dwóch czynnikow na szereg według 
odwrotności z n, który nie staje się jednością , jest większy od je- 
dności. 

Takie jest ogólne prawo dla tego rodzaju iloczynów nieskoń- 
czonćj liczby czynników. 


69. Obecnie znane prawo wyraża się, że dosyć aby drugie 
wyrazy tych czynników: 
Vy Vis Vz; + e. 
składały szereg zbieżny (*). 
A zatém wyrażenia: 


(*) Bertrand: „Traité de calenl diffćrentiel* pag. 409 i następne. 
Briot et Bouquet: „Théorie des fonctions doublement périodiques“ Paris. 
1859, pag. 135 i następne. 
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J sż 
AE | ESY. a T ET 


Une Sidkia r) pipu 1 paini 


powinny być identycznie też same, aby dawały też same warun- 
ki, co widocznie być nie może. 
Jakoż rozwijając te wyrażenia otrzymamy: 


Un | UNAUA ?+... 
Paiki ay +(az— a)n! (a;—2Ża, + a,)n-?+ 
lato) _ 
(1 ji Unyi) 


dj 45; 3 (Caa? jn 7 l (ay;—3a,ma?)n-? + 


a, + | (20,-2a,—aż)n="4 1 (8a; 60,430, 30,0, +33 + +a? n? 


do których stosując prawo Gaussa, dwa warunki pierwsze są 
identyczne dla obu iloczynów, a trzeci warunek daje: 
dla pierwszego a = 4 
dla drugiego 2a, =a? +2 

Zatóm widzimy tu, że dopiero w trzecim warunku się ró- 
żnią; pierwszy warunek jest obszerniejszy jak drugi, tak że ilo- 
czyny, dla których 

a? + 2a; 
>, h <- 2 m 

są rozbieżne rzeczywiście; chociaż dzisiejsza teorya uważa je ja- 
ko zbieżne: 

40. W wyrażeniach wstawy i dostawy przez iloczyn czyn- 
ników: 


a? ax? g? 
wst mę -|( = a) TE ( = aa] 
4a? 4g? 4a? 
dse- (1— Sa)! = 9: | OE lis bai 


każdy z czynników składa się z dwóch wyrazów, pierwszy jest 
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jednością, drugi odjemny, i daje się rozwinąć według odwrotno- 
ści z n, jakoż dla pierwszego jest: 


2 v“ CET . 
zatóm ag =0 a= 0i 4 = zi przeto rozwinięcie to zbieżne 


dla wszystkich wartości, dla których jest: 
aż 
mó = 0 


to jest: zbieżne dla wszystkich wartości rzeczywistych, a rozbie- 
żne dla wartości urojonych z. 
Drugie wyrażenie daje: 
4x? 1 


*% aż " (2n4-1)2 
czyli: 
waf 1 3 
ire Ta EA AE O 


a zatém także zawsze zbieżne dla wszystkich wartości rzeczywi- 
stych, a rozbieżne dla wartości urojonych æ. 

Nie można więc wyrażeń powyższych stosować do wartości 
æ urojonych, gdyż one stają się rozbieżne i nic nie wyrażają, 
a w podobny sposób stosowane, mogą prowadzić do wypadków 
błędnych (*). 


(°) Patrz: Bertrand. „Traité de calcul di ćrentiel* pag, 416 i 418; 
gdzie w końcu $ 404 powiedziano, że te wyrażenia służą dla wszystkich war- 
tości rzeczywistych i urojonych +; a w $ 408 z tych wyrażeń wyprowadzone 
inne, po wprowadzeniu w nie wartości urojonćj dla x. 
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ROZDZIAŁ SZÓSTY. 


OZNACZENIE LICZBY WYRAZÓW, JAKĄ TRZEBA 
OBLICZYĆ NA DANE PRZYBLIŻENIE. — RESZTY 
SZEREGÓW. 


31. Gdy znamy prawo, według którego w każdym przy- 
padku poznać możemy czy szereg jest zbieżny, pozostaje podać 
przybliżoną jego wartość, obliczając pewną liczbę wyrazów; co 
otrzymamy, wykonywając wskazane działania. 

Dla skrócenia rachunków zwykle mozolnych, ważnćm jest, 
naprzód oznaczenie liczby wyrazów, jaką potrzeba obliczyć na 
dane przybliżenie; a następnie w ilu cyfrach dziesiętnych potrze- 
ba obliczyć każdy wyraz, aby summa ich wydała dane przybliże- 
nie. Zadanie więc powyższe rozpada się na dwa. 

1. Oznaczyć z danego przybliżenia liczbę wyrazów szeregu, 
odpowiednią temu przybliżeniu, lub odwrotnie; i 

2. Oznaczyć ilość cyfr dziesiętnych, do jakićj każdy wyraz 
powinien być obliczonym, aby summa ich wydała dane przybli- 
żenie. 

Oba te zadania będziemy się starali rozwiązać ogólnie opie- 
rając się na teoryi zbieżności szeregów. 

32. Jeżeli mamy obliczony szereg w liczbach dzieisę- 
tnych, pewna liczba tych cyfr dziesiętnych wzięta od począt- 
ku, stanowi jego przybliżoną wartość; przyjętćm jest, że gdy 
po cyfrze ostatnićj, którą zostawiamy, następna jest równa 
lub większa od 5, dodaje się jedność do ostatnićj; przeto 
biorąc z obliczonćj wartości szeregu u cyfr tak poprawionych 
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mówi się, że to jest przybliżona wartość w m cyfrach, a te u cyfr 
nazywają się dobremi. 

Ztąd już wypada, że obliczając każdą wartość, aby mióć 
u cyfr dobrych, potrzeba obliczyć u + 1 cyfr, dla wprowadzenia 
potrzebnój poprawki. 

Oznaczając więc zupełnie ścisłą wartość szeregu lub funkcyi 
przez S$, wartość w m + 1 cyfrach dziesiętnych przez Sp + 4, 
a resztę cyfr przez Ay + 1, będzie: 

S = Sp p1 H Apti (a) 

Ponieważ Sp + 1 ma u + 1cyfr dziesiętnych, więc Au + + musi 
mićć przed pierwszą cyfrą u + 1 zer; jakakolwiek jest ta cyfra, 
byle- mniejsza od 10. 

Aże wyrażenie 10-+V obejmuje 4 zer przed jednością, czy- 
li ma u+1 zer, a pierwsza cyfra jest 10; wypada ztąd, że: 

Ap p1 £ 10-60 
ztąd będzie jeszcze: 

S <5Sun+1 -H 10760 (b) 

Z drugićj strony, biorąc n wyrazów szeregu danego i nazy- 
wając summę ich przez X u, , a resztę szeregu po ntym przez 
R, ; będzie: 

S=Żu, + R (e) 
na mocy więc powyższego, gdy wyraz X u„ będzie ściśle obliczo- 
ny, aby mićć przybliżoną wartość w u cyfrach dobrych, dostate- 
czną i konieczna, aby reszta R, miała u zer przed pierwszą cy- 
frą, która powinna być jednością, czyli powinno być: 

R, < 10-05 (0) 

Wyrażenie to zawiera związek szukany między przybliże- 
niem 4 i liczbą wyrazów n szeregu, odpowiednią temu przybliże- 
niu. Ponieważ zawsze wyrażenie (d) musi być rozwiązane w licz- 
bach całych, zatóm można go zamienić na równanie i będzie: 


R, = 10—49 
biorąc logarytmy dziesiętnego systemu, które oznaczymy przez 
L, otrzymamy: 
u = — (LR, + 1) (1) 


to jest: w obliczonćj wartości szeregu o znąkach jednakowych z n 
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wyrazów, liczba cyfr dobrych jest równą bezwzglydnćj wartości lo- 
garytmu reszty szeregu zwiększonćj jednością. 

To równanie rozwiązuje nam zadanie pierwsze lub odwrotne, 
dla szeregów o znakach jednakowych. ; 

33. Pierwszy wyraz drugiéj strony wyrażenia (c) zawiera 
summę n wyrazów, ponieważ możemy każdy wyraz obliczać 
w bardzo wielkićj liczbie wyrazów; aby więc nie odbywać dzia- 
łań niepotrzebnych, potrzeba oznacyć liczbę cyfr, do jakićj do- 
stateczna będzie posuwać działanie odpowiednie danemu przybli- 
żeniu. 

W tym celu każdy wyraz u obliczmy znowu w m cyfrach dzie- 
siętnych i resztę cyfr oznaczmy przez Bm będzie znowu jak wy- 
zój: 

u = u, + Ba 
i także na mocy powyższego: 
Bn £ 107» 
a ztąd: 
W SZ +4 1057 
a obliczając tak wszystkie wyrazy i dodając będzie: 
Zw < D Un, m -~ n 1077 
a ztąd wyrażenie (c) zamieni się na: 
S<KIwm n 10 E 10-6+1u 
aby to wyrażenie było zgodne z (b) potrzeba, aby m 107% było 
mniejsze, a przynajmnićj równe 107©+5, gdyż w wartości pozostaje 
jeszcze u + 1 cyfr dobrych, a zatóm otrzymamy równanie: 
m 107* = 10-€+v 


czyli: 
nzZAJO=CH 
albo biorąc logarytmy zwyczajne, będzie: 
m=u=Ln-+l (2) 


Równania te rozwiązują zupełnie drugie zadanie dla szere- 
gów o znakach jednakowych, są niezależne od postaci szeregu, 
i od reszty szeregu, i zawierają następujące ogólne twierdze- 
nie: 

W szeregu o znakach jednakowych, przewyżka cyfr w jakich 
trzeba obliczać każdy wyraz nad dane przybliżenie, jest niezależna 
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od postaci szeregu i jego reszty, i zawsze jest równa logarytmowi 
dziesiętnemu z liczby wyrazów, powiększonemu jednością. 


34. Dla rozwiązania zadań powyższych mamy więc dwa 
równania: 
u = — L R, —1 


m=u-Ln-1 (3) 
Pierwsze daje ilość wyrazów n, gdy mamy dane przybli- 
żenie w wyrażone w funkcyi reszty szeregu po n wyrazach. Dru- 
gie daje znowu liczbę cyfr, w jakich obliczać powinniśmy ka- 
żdy wyraz, wyrażoną przez dane przybliżenie i logarytm z licz- 
by wyrazów; a zatém gdy na dane przybliżenie u potrzeba obli- 
czać 10, 100,... wyrazów, to każdy wyraz potrzeba nad dane 
przybliżenie obliczać w 2, 3, .. . cyfrach więcćj, co jak widzimy 
jest bardzo mało. 
Rugując u z tych równań, otrzymamy: 


n 
m=L (nz) (4) 
to jest związek między liczbą wyrazów i liczbą cyfr każdego wy- 
razu, w jakich odpowiednio do liczby wyrazów, powinniśmy obliczać 
każdy wyraz bez względu na przybliżenie, aby nie posuwać dzia- 
łań bezpożytecznie. 

W ogóle rozwiązanie zadań sprowadza się ostatecznie do 
oznaczenia dla każdego szeregu reszty po n wyrazach, i gdy mamy 
daną liczbę wyrazów, przybliżenie jakie one wyrażają i liczba cyfr 
w jakich potrzeba obliczać każdy wyraz, zależą od równania pier- 
wszego stopnia i dają się łatwo oznaczyć; lecz z danego przybliżenia, 
oznaczenie liczby wyrazów, prowadzi do rozwiązania równań 
wyższych stopni, gdyż n wchodzi w postacie reszty szeregu. 

Też same prawa służą i dla szeregów ze znakami na prze- 
mian, jakoż szereg o wyrazach ze znakami na przemian, uważać 
można jako szereg ze znakami jednakowemi, zbierając każde 
dwa wyrazy w jeden, w którym n wyrazów zawierać będzie 2n 
szeregu pierwszego, a więc stosując równania powyższe do dru- 
giego szeregu, otrzymamy liczbę wyrazów, którą potrzeba po- 
dwoić. 
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35. Pozostaje oznaczyć wyrażenie reszty szeregu w funk- 
CJI n. 

Jakoż w rozdziale I dowiedliśmy, że zbieżność szeregów za- 
leży ściśle od stosunku wyrazów, i szeregi zbieżne są czterech 
postaci: 

1. Gdy stosunk rośnie i dąży zn do granicy większćj od 
jedności: 

2. Gdy stosunek jest stały i większy od jedności, 

3. Gdy stosunek ubywa i dąży z n do granicy większćj od 
jedności. 

4. Gdy stosunek ubywa i dąży zn do granicy równćj je- 
dności. 

W tymże rozdziale w $8 dowiedliśmy, że gdy szereg jest 
zbieżny, reszta, zaczynając od n wyrazu, zawarta jest dla szeregów 
pierwszego rodzaju między: 


Un 


$ Un 
R, < SL B> 


gdzie œ i e, są wartości, pierwsza stosunku æ wyrazów 


u Ą pt 
G:s "— , druga jest wartością tego stosunku dla n = ©; 
n + 1 
a podstawiając za œ i e wartości, otrzymamy: 
«u u 
R SS” "Ph. r R > ko 6-6 EAA 
= —] —| —1 
Un-+-1 Un tijo 


Ponieważ ta reszta wyraża się tu przez wyraz n ty, lub sto- 
sunek tych wyrazów, które są zawsze znane; przeto granice resz- 
ty są zupełnie znane, i mamy nowe wyrażenie na tęż resztę. 

Ponieważ według równania (d) powinno być: 

R, < 1076) 
zatćm gdy granica wyższa będzie mniejsza od 10-60 to i grani- 
ca niższa będzie téż mniejsza od tćj ilości, i R, musi być także 
mniejsze, a zatćm dla rozwiązania naszych zadań trzeba położyć: 


u 
KH > > 
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można jeszcze opuścić jedność w mianowniku, co tém bardzićj 
zadość uczyni równaniu (d) i będzie ostatecznie: 
R = tn +1 (a) 
Dla szeregów drugiego rodzaju, gdy stosunek wyrazów jest 
stały i równy œ, mamy według § 8 ściśle: 


R. = ——% 
Un 
Un-+-1 
a opuszczając dla tćj samćj przyczyny jedność w mianowniku, 
będzie: 
R, = Up -+-1 


Dla szeregów trzeciego rodzaju, dla których stosunek wyrazów 
ubywa do granicy większćj od jedności mamy ($ 8), podobnie: 
Un 


R> I R< 


i dla tegoż celu biorąc Z > granicę wyższą położymy: 


Un 
R, dm =] 
czyli: 
1 
R, YW 
e 


Dla szeregu nakoniec czwartego rodzaju, gdy stosunek staje 
się równy jedności, mamy ($ 14): 


u, u 
R, > — i <—— 
či AN] 
gdzie a, = n (; lenea , a e, jest wartość tego stosunku dla 
n +1 


n=w; wtym przypadku biorąc dla R„ granicę niższą, mo- 
żna położyć: 


A gdy e, równe jedności, trzeba wziąć wartości następne, tak 
że ogólnie położymy: 
w u 
Roar 
ĉr 
A zbierając to razem, będzie: 
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1. Dla szeregów, których stosunek rośnie lub jest stały: 
Ra = tu, + 1 (5) 
2. Dla szeregow których stosunek ubywa, będzie w ogóle: 


R, = — (6) 
Es 

gdzie €, jest wartość, pierwszego ze spółczynników rozwinięcia 
stosunku, większego od jedności, oznaczonego przez v. 

Takie są wyrażenia reszt, które potrzeba podstawić w wyra- 
żenie (3) dla rozwiązania zadań powyższych. 

Podstawjając te wartości w równanie (3) otrzymamy: 

1. Dla szeregów o znakach jednakowych, których stosunck 
rośnie lub jest stały: 


u+1l=—Lm+i 
m— u=Ln +1 (7) 
2. Dla szeregów o znakach jednakowych których stosunek 
ubywa, będzie: 
u + 1 = — L szej 
. € 


m=nu=Lan +1 (©) 


Dla szeregów o znakach na przemian zbierzemy po dwa wy- 
razy, oznaczymy liczbę wyrazów za pomocą równań (7) lub (8) 
i tę liczbę podwoimy. i 

36. Jako przykład weźmy szereg postaci. 

1. 1 1 1 

Ga TAL u (a) 
będący postępem ilorazowym; ponieważ stosunek jego jest stały, 
przeto równania (7) dadzą: 

u+ 1l=(n + l)La 
m — L= Ln + 1. 
a ztąd łatwo otrzymamy w przybliżeniu: 
= u—-1 SĄ. 

La 

m=u+Lu—LLa+1 
to znaczy: że, w postępach ilorazowych liczba wyrazów, jaką trze- 
ba brać na dane przybliżenie, jest równa stosunkowi danego przy- 
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bliżenia, powiększonego jednością, do logaryimu dziesiętnego sto- 
sunku postępu, zmniejszonemu jednością; liczba zaś cyfr, do ja- 
kich trzebaby obliczać każdy wyraz, jest równa summie przybli- 
żenia danego i jego logarytmu dziesiętnego, zmniejszonćj logaryt- 
mem podwójnym ze stosunku postępu i powiększonćj jednością. 
I tak, gdy a = 10 będzie: 
n= m=n+lu+1 
jak być powinno; albowiem każdy wyraz postępu takiego daje 
nową cyfrę dziesiętną, a więc trzeba m wyrazów, aby mióć u cyfr 
przybliżenia. 
2. Szereg wyrażający podstawę logarytmów naturalnych: 

=14+gtąki W) 

ma wyraz ogólny: 
ip = A 
n! 
stosunek wyrazów: 
Bi 
Un ++ 1 
przeto stosunek rośnie do nieskończoności; z resztą szereg jest 
zbieżny, i zastosujemy warunki (7) które będą: 
u+1=L|n +1)! 
m—Uu=Ln+ 1 

a że według wzoru przybliżonego Stirlinga: 


n!= V 2nm (T 


= ù 


gdzie e podstawa logarytmów; przeto podstawiając i obliczając, 
otrzymamy: 
wi 6 18 32 64 157 
h= 10 20 30 50 100 
m=3 8 21 5-80 67 160 . 
Ztąd widzimy: że zrazu więcćj trzeba brać wyrazów jak 
cyfr w danćm przybliżeniu, aż do 27 cyfr, a dalćj przeciwnie, 
mnićj wyrazów i w coraz mniejszym stosunku. 
s%. Weźmy jeszcze szereg wyrażający 7: 
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7 
a zbierając po dwa wyrazy, otrzymamy: 
1 WSR JA. 
0080 MOD 


a wyraz n ty będzie: z 


_(4n+-3)(4n+-1) 


A" 
stosunek wyrazów: 


=1l+ - zc 
Ust 1 
pr za szereg jest zbieżny i byty: i& =2, a stosując wzór 
(8), i czyniąc v = 1, będzie: 
u + 1=—L 


n 


| 2n F3) © 


czyli: 
2 (4n+-3) (4n+-1) = n 10F+! 

równanie drugiego stopnia, łatwe do rozwiązania, a opuszczając 

jedność, otrzymamy: 


„PRM 
32 
i tak, aby miéć przybliżenie w cyfrach dobrych 3 — 5 
potrzeba obliczyć wyrazów . . . . . 312 — 81246 
a dla szeregu pierwszego. . . . . . 624 — 62490 


Poncelet w „Mémoire sur Tapplication de la méthode de mo- 
yennes* (dziennik Crellego T. 13) podał, że dla 5 cyfr dobrych, 
trzeba obliczyć około 50,000 wyrazów; widzimy więc, że o 12,500 
więcćj. 

38S. Inny szereg bardzo zbieżny, podany przez Machi- 
na, według którego obliczają zwykle stosunek okręgu koła do 
średnicy, jest: 

1 1 1). 1-134... 1 o )5 1 LAA 

4 EA ea u © 
aby oznaczyć liczbę wyrazów na dane przybliżenie tego szeregu; 
uważamy w ogóle szereg: 


1 d.4/00.)8 E E E 
GH ać lol 
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który ma za wyraz ogólny, zbierając po dwa wyrazy: 
sj (4n + 3)a*—(4n+1) 
, *—— (4n+1)(4n +3)a%+3 
a stosunek wyrazów jest: 


(£) 


e Nisan 95 
Un + 1 

Zatćm wszystkie powyższe szeregi są zbieżne i ubywające do 
stałćj granicy a*t większćj od jedności, zatóm e, = at i zastosuje- 
my równanie (8), czyniąc v = 0; jakoż będzie: 
| (4n+1)(4n +3)a%"17 
| (4n+3)a—(4n+1) j 
a gdy a jest dosyć wielkie, można opuścić 4 n + 1 w mianowniku, 
i będzie: 


u+1=L |(4n+1)a*"t+! 
albo jeszcze prościćj; 
it = (4n+-5) La 
czyli: 


TR AAT (g) 


Zatém: aby z szeregu powyższego obliczyć m w przybliżeniu 
20 cyfr (*), potrzeba wziąć 14 wyrazów szeregu pierwszego, 
i4 wyrazy szeregu drugiego, a każdy wyraz pierwszego szeregu 
potrzeba obliczyć w 22 cyfrach, a drugiego szeregu w 21 cyfrach. 

Babinet w „Calculs pratiques“ podaje ten rachunek, lecz nie 
podaje naprzód ilości wyrazów potrzebnych, i jak widzimy, niepo- 
trzebnie posuwa obliczanie wyrazów w drugim szeregu do 22 
cyfr, kiedy jest dostateczna tylko mićć 21 cyfr. 

Lagny obliczył m w 128 cyfrach, a Richter aż w 388, do 
obliczenia tego ostatniego przybliżenia potrzeba obliczyć około 
286 wyrazów pierwszego szeregu, a 68 drugiego. 


39. Mówimy, że szereg jest mało zbieżny lub bardzo zbie- 
żny; podobne wyrażenia nieokreślone, w matematyce nie mają 


(*) Patrz. Babinet. „Calculs pratiques appliqués aux sciences 
d'observation“ Paris 1857, str. 117. 
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żadnego znaczenia, aby poznać czy szereg jest bardzo lub mało 
zbieżnym, potrzeba go porównać z innym szeregiem. 

Otóż do tego porównania może służyć wyżćj podany postęp 
ilorazowy ($ 76), mający za stosunek 10, albowiem dla tego tyl- 
ko szeregu liczba wyrazów jest zawsze równa liczbie cyfr danego 
przybliżenia i możemy go nazwać szeregiem normalnym. ` 

Większa lub mniejsza zbieżność szeregu, wyrazi się wtedy 
przez stosunek liczby cyfr "przybliżenia, do liczby wyrazów, po- 
trzebnych do obliczenia na dane przybliżenie; i tak, oznaczając 


zbieżność szeregu przez /, będzie: 
U 


n 
zatém zbieżność szeregu jest to wartość stosunku ilości cyfr przy- 
bliżenia, do ilości wyrazów, które dają toż przybliżenie. 

Postęp ilorazowy o stosunku 10 będzie miał zbieżność ró- 
wną jedności; wszystkie szeregi, których zbieżność większa od 
jedności są bardo zbieżne, których zbieżność mniejsza od jedno- 
ści są mało zbieżne. 

80. Szereg (b) ($ 76), dający wartość dla e, ma zbieżność: 

_ Li(n + 1)!1]—1 
A = pz 
Z samego wyrażenia tego widzimy, że szereg ten z początku jest 
mało zbieżnym, a jego zbieżność będzie równa jedności, gdy 
n będzie równe około 27, a dla wartości n większych nad 27, 
szereg ten jest bardzo zbieżnym. 

Podobnie szereg (c) ($ 77), daje na wyrażenie zbieżności, 

upraszczając wyrażenie (d) i dzieląc przez 2 n: 
L(4n +3) 
KOP "TR 
wyrażenie zawsze będące ułomkiem, przeto szereg mało bardzo 
zbieżny. 

Nakoniec szereg (e) ($ 78), składa się z dwóch szeregów: 
pierwszego zbieżność otrzymamy, pamiętając, że liczbę wyrazów 
potrzeba podwoić, z wyrażenia (g) dzieląc przez 2n: 


5 
1= |2 + 2] 5 


i gdy bierzemy jeden wyraz, zbieżność wyraża się przez 3,2. gdy 
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liczbę wyrazów zwiększymy, zbieżność jego zmniejsza się i w gra- 
nicy równa 1, 4 zatóm jego zbieżność zawarta między 3,2 i 1,4 
` t. j. z początku 3 5 razy zbieżniejszy od szeregu normalnego. 
Drugi szereg ma zbieżność: 


Ło 5 
= (2 + z, | 269 


i dla n = 1, X = 10,8; agdy n=w,]'=4,8; przeto zbie- 
żność tego szeregu zawarta jest w granicach 10,8 i 4,8i podo- 
bnie maleje z liczbą branych wyrazów, zatóm jest 104 do 4 Ę 
razy zbieżniejszy od szeregu normalnego, przeto szereg ten jest 
bardzo zbieżnym. 

Za zbieżność szeregu (e) złożonego z obu, można brać poło- 
wę ich summy: zatóm jego zbieżność będzie zawartą między 7 
i 3;t. j. będzie z początku 7 razy zbieżniejszy od normalnego, 
a w końcu jeszcze 3 razy zbieżniejszy, przeto jest bardzo zbie- 
żnym, i może służyć do obliczenia stosunku okręgu koła do 
średnicy. 
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CZĘŚĆ DRUGA. 


RACHUNEK FUNKOCYI GRANICZNYCH. 


« ROZDZIAŁ PIERWSZY. 
ZASADY RACHUNKU FUNKCYI GRANICZNYCH. 


S4. Umiemy łatwo z każdćj funkcyi f (a), różniczkując 
kolejno, wyprowadzić pochodne coraz wyższego rzędu, a różnicz- 
kując n razy, otrzymujemy n tę pochodną, którą oznaczamy 
przez f* (æ); pochodna ta jest pewną funkcyą z ilości w skład 
funkcyi pierwotnćj f (x) wchodzących, i jeszcze funkcyą liczby n. 

Jeżeli teraz każdą z tych funkcyi pochodnych podzielimy 
przez iloczyn z czynników od 1 do » otrzymamy szereg wyrazów 
postaci: $ : 

fP (a) n+1 (2)  . 

"m (n+1)! ’ e 

gdy n powiększa się, a ilości w skład f (w) wchodzące nie zmie- 
niają się, i nie mają szczególnych wartości; wyrażenia te z n ra- 
zem muszą dążyć wszystkie w ogóle do zera lub nieskończoności, 
gdy » przeważa w liczniku lub w mianowniku, a w szczególnym 
przypadku do ilości stałćj, gdy te wyrażenia są stopnia zero co - 
do n. 

Gdy więc pochodna funkcyi jakićjkolwiek, podzielona przez 
iloczyn czynników dąży do zera lub nieskończoności, bez względu 
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na ilości, które w skład funkcyi wchodzą, gdy rzęd pochodnćj po- 
większa się i dąży do nieskończoności; stosunek takich dwóch 
wyrażeń w granicy, przybiera postać |. ey mamy: 
pat n fn—1 
gr: e: : |= "F z lub — 
a że wiemy, że takie wyrażenie musi mićć p w roai skoń- 
czoną, ztąd wypada następujące twierdzenie: 

Stosunek n tych pochodnych tuż po sobie następujących, 
wzięty n razy w granicy, ydy n rosnąc staje się nieskończone, uka- 
zuje się pod postacią nieoznaczoną, i ma wartość w ogóle oznaczo- 
ną, niezależną od n,a tylko od ilości w skład funkcyi wchodzących; 
czyli, że wtćj granicy jest pewną funkcyą szczególną ż ilości 
w skład funkcyi danćj wchodzących, niezależną zupełnie od n. 

S82. Otoż funkcyę tę, jeszcze nam nieznaną dotąd, jako 
stojącą na granicy funkcyi pochodnych, nazwiemy funkcyą gra- 
niczną funkeyi danćj, lub prosto graniczną; dla oznaczenia téj 
funkcyi przyjąć musimy nowy znak G (pierwszą literą wyrazu 
granica ), tak, że mając: 

y =f (2) 


funkcyą graniczną oznaczymy przez: 
Gy (£) = G f (2) (2) 
i będzie to funkcya graniczna f (x) wzięta co do «. 


Podobnie: 
Gf(2,y) (0), Gf (x,y) 4) 
będą funkcye graniczne f (x, y) wzięte cò do 2 lub y. 
Nakoniec, gdy funkcya graniczna przybiera dla zmiennćj 
« wartość stałą a, oznaczymy ją przez: 
Gy (w)a 
Znak G będzie zarazem oznaczać działanie, jakie wykonać 
należy, aby otrzymać graniczną żądanćj funkcyi. Sposób jéj 
otrzymania, i prawa, jakim podlega ta nowa funkcya, będą obję- 
te nowym rachunkiem, który nazwiemy rachunkiem funkcyi gra- 
nicznych. 
Twierdzenie więc wyżćj dowiedzione można napisać: 
4 er qĄ — (BP-L(a) 
Gf(2) (= E TO 
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to jest: że stosunek n tych pochodnych, wzięty n razy, dla n= œ 
ma wartość oznaczoną, it jest równy funkcyi granicznćj danćj 
funkcyi. 

To twierdzenie jest podstawą nowego rachunku, i jest całćj 
ogólności jak tylko żądać można. 

S3. Wiemy, że gdy wyrażenie dla pewnćj wartości zmien- 
nój æ ukazuje się pod postacią nieoznaczoną, funkcya ma war- 
tość stałą, którą oznaczamy biorąc osobno pochodne wyrazów 
które razem nikną, lub stają się nieskończone. Sposób ten nie 
może być zastosowany do wyrażenia (1) dla znalezienia granicz- 
nój fuukcyi danćj, albowiem biorąc pochodne osobno z licznika 
i osobno z mianownika co do n, otrzymamy: 

dfn—1 


wyrażenie podobne do (1), stające się nieoznaczonćm dla n = «©, 
i jeszcze zawikłane pochodnemi co do n; sposób więc oznacze- 
nia wartości wyrażeń, ukazujących się pod postacią nieoznaczoną, 
tu nie służy, i musimy szukać nowych sposobów, dla znalezienia 
granicznych funkcyi. 

SA. Pierwsze zasady rachunku funkcyi granicznych, otrzy- 
mamy wprost z wzoru (1), jakoż gdy funkcya ma postać, 

s Eya 

gdzie a, jest ilość stała, a y funkcya z æ; ponieważ biorąc pocho- 
dne, mamy: 


2 =y" 
przeto: 
JAG OA ytT. 
z" Ex y” 
a ztąd: 
G (y + a) (2) = G y (s) (2) 


t. j. wyraz stały w funkcyi danój, niknie w funkcyi granicznćj. 
Gdy funkcya ma postać: 


83 = Q y 
gdzie a jest czynnik stały a y funkcya z w: ponieważ: 
3 y 
a =—ay* 
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przeto: 
Rze" Ryż 
y g y” 
zatém: 
G a y (a) =G y (a) (3) 


t. j. czynnik stały w funkcyi danéj, niknie w funkcyi granicznćj, 
5. Ponieważ biorąc pochodne funkcyi danćj: 


! y =f(a) 
otrzymujemy: 
y' — f 
zg = f” 
| pi ue 
y” — f” 


tak, że stosunek: 
ny! "i n fn—1 
y” pa P 
dla n=% jest funkcyą graniczną nietylko danćj f (æ), lecz je- 
szcze każdćj z pochodnych następnych, zatćm będzie: 
Gt(ay(2) = GP (x)(2) = Gf'(d(z) ... = G f” (2)(a) (4) 
Jeżeli z danćj funkcyi wyprowadzimy całki coraz wyższego rzę- 
du, będzie podobnież: 
SE) da, f? f(a)da?... f” f(a) da” 
wszystkie te całki mają za stosunek n tych pochodnych: 
n fe (2) 


f* (a) 


zatćm będzie: 
G / f(a)dz(x) = G /*f(a)da?(x) ... = G f (a)(x) (5) 
Wyrażenia (4) i (5) zawierają następujące twierdzenie: 
Wszystkie funkcye pochodne i całkowe coraz wyższych rzę- 
dów, mając za pochodną daną funkcyą, mają jedne i tęż samą gra- 
niczną, która jest graniczną funkcyi danćj. 

Ztąd na odwrót wniesiemy, że mając daną funkcyą grani- 
czną, ona będzie graniczną nieskończonćj liczby funkcyi, które 
jednak mają między sobą ten związek, że otrzymują się przez róż- 
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niczkowanie, lub całkowanie jednćj z funkcyi, których dana jest 
graniczną. 

SG. Gdy funkcya jest summą funkcyi algebraicznćj całko- 
witćj m go stopnia, i innćj funkcyi, postaci: 

y = An (2) + f (2) 
to ponieważ biorąc pochodną wyższą od stopnia m funkcyi alge- 
braicznćj, będzie: 
y” = f (a) 
gdzie funkcya algebraiczna całkowita znika, a ponieważ: 
RYSŃ — IE 


przeto przechodząc do granic, będzie: 
G (Am (2)+f (æ) (x) = G f (x) (2) (6) 

t. j. że wszystkie funkcye- algebraiczno-całkowite, wchodzące do 
składu funkcyi jako oddzielne wyrazy, znikają w granicznćj. 

S3. Gdy funkcya jest summą lub różnicą dwóch funkcyj, 
to mamy: 

U BA4ŁYĄ 
u” = g” + ji 

przeto pochodne téj funkcyi, stale są summą lub różnicą pocho- 
dnych tych funkcyi, można więc rozdzielić osobno każdą z tych 
funkcyi składowych, i oznaczyć graniczną każdćj oddzielnie, tak 
że funkcya dana, będzie miała dwie graniczne. Zatóćm napi- 
szemy: 


(=G z (x) 
EDOR Gy (s 1.0 
Podobnie gdy: i 
u=y + z+v 
będzie: 

= Gy (2) 

G u (x) $4=Gz (2) 

=" v. (2) 


t. j. gdy funkcya będzie summą lub różnicą kilku funkcyi, ponie- 
waż wszystkie pochodne są stale summą lub różnieą pochodnych, 
każdćj z osobna funkcyi; przeto funkcya, będąca summą lub ró- 
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żnicą kilku fimkogt, będzie miała tyle funkcyt granicznych, z ilu 
składa się wyrazów. 
To twierdzenie możnaby jeszcze tak dowieść: 


Ponieważ: 
* vh = y + g” 
przeto: , 
nv Ti n I! e ae x + pea) 
youe Y E 
co można napisać pod dwiema postaciami: 
2%-1 y 
nomi | ny EE y”! Lingpa 1 gn—i 
y” wa cy z” =. z MEJ UW 
FATE EE 
| | uj 


nl 


a gdy przejdziemy do granicy dla n = ©, to wyrażenia -E 
a gay I granicy |) yra peł 


z” 2 ; kie Re P À à z 
- muszą zbiegać do tćjże samćj wartości, która będzie granicą 
y ; 


tych stosunków; przeto wyrażenia w nawiasach będą równe, a że 
pierwsze zamieniają się na graniczne, przeto będzie: 


SS. Gdy funkcya jest iloczynem dwóch funkcyi, będących 
funkcyami z w. 
== y z 
to ponieważ mamy: 
un =syż! +ly"z 

przeto na mocy powyższego będzie: 

p a (=G (y'2) (w) 

G (y 2) (©) pa G (yz') (æ) 
a ztąd jeszcze będzie: 
G (y z”) (2) 


a= 
ORLE Sz U da: Te 
tak że nakoniec można napisać: 


OETAN 
a że: i i 
Gliga Ji ry j= s |= = G z (a) 


15 
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przeto będzie ostatecznie: TY 
= ©) | 
4036-66 (8) 
to jest: funkcya będąca iloczynem dwóch lub kilku funkcyt, ma 
tyle granicznych, z ilu składa się czynników, i te graniczne są ró- 
wne granicznym każdego po szczególe czynnika. 
Powyższe prawo daje się jeszcze dowieść wprost, biorąc po- 
chodne, jakoż: 
v =y? +zy 
E rzy 4 de zy! 


n >, 


v =y + ny' z"! ++ — zy eż+..iys 


to jest: pochodne mają postać kit binomialnego, gdzie 
zamiast potęg, wchodzą pochodne odpowiednich rzędów. 
Wyrażenie to dla v” , można dwojako przedstawić: 


gn 1 n(n=l) „2 


» = (y + ny! E7 + L3 pc +... | 
n—1 n=2 

ar „I n(n—1) „| śię 

w= (etn aT 13; * y" E 


a ztąd: 
keai n g—1 p + (n—1) ne gi a +4 


y” 


„(urny zr ACT R | 


A że wyrażenia w nawiasach dla n = w stają się równe, 
przeto będzie: 
G z (x) 
= Gy (æ) jak wyżéj. 
89. Gdy dana funkcya jest funkcyą z funkcyi, to jest: 
p:==ff (2) 2=0 (2) | 


v=f(9 («)) 
można brać graniczne dwojako, raz uważając z za zmienną nie- 
zależną, drugi raz za zmienną zależną od x. 
W pierwszym przypadku będzie na mocy powyższych praw: 


G v (x) FR 


czyli: 
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G v (z) = G f (2) (z) 
W drugim przypadkn biorąc pochodne, będzie: 
ot =P (2) g' (a) 
przeto na mocy praw powyższych, funkcya v czyli v, będzie mia- 
ła dwie graniczne: 2900-0930 
Gr) = ny (2) (z) 
pierwsza jest równa granicznćj funkcyi 9, druga jest graniczną 
f (z) co do x. Oznaczając znowu f (z) = v,, będzie: 
vi = f" (2) g' (w) 
i znowu graniczna będzie: 
G v (x) =G f" (2) (a) 
postępując tak daléj, otrzymamy: 
G v (z) = G f*-1 (2) (x) 
czyli oznaczając f*—! (z) przez v, , będzie: 
vn! =f (2) gł (a) 


ztąd: 
RY, __ nfe-! (2) 
4. = got (O) 
zatóm: 
j _ QGf(z) (2) 
GRRAGA OB 


Zbierając razem, otrzymamy: 


o (=G G) 
G f (9) (œ) | G £(9) (9). O) 

p 
to jest: funkcya będąca funkcyą z funkcyi x, ma dwie granicz- 
ne, jedna jest graniczną funkcyt, pod znakiem funkcyi będą- 
céj, druga jest stosunkiem granicznćj funkcyi pierwszćj, uwa- 
żając drugą funkcyą za zmienną niezależną i wziętćj co do tćj 
funkcyt, do pochodnój pierwszćj tójże funkcyt, wziętćj co do zmien- 
nej x. 

Prawo to najważniejsze, jak zobaczymy dalćj, można jeszcze 
dowieść wprost, biorąc stosunek » tych pochodnych. 

Jakoż mamy: 
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Vz=f g/ 
v! =f pb £” gł 
p" >f Łó Bi 3 f ká a p p” e 
v = r g” 8 f [9] + + fm [p] + + p o" 
gdzie wyrażenia [9] są zależnie tylko od pochośliiydh p 


Ztąd możemy napisać: 
| nw 0" 3 f' [p] +...) 
we 1 SWASEL" [DI E -..) 
fn>2 
niishi 14 fn—1 [p] +.. | 


fn—1 


+] 


n yi 


y” fr g'" j 1 ig 
l 


a przechodząc do granicy gdy n = æ, wyrażenia w nawiasach 


stają się równe, i będzie: 
( a) wj (3 gsi 
gp” = 

o WE. M 44 4 
kid. 

gdyż g' nie zawiera n, co wyraża się przez 
G v (z) [ery ) 

l= Ak, jak wyżój. 


99. Gdy dana funkcya ek postaci: 
v =f(2) z=9(y) 


otrzymamy na mocy powyższego: 


y= y (2) 


a że: 


przeto podstawiając te wartości, otrzymamy 
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— G P (w) (F) 
CEON TOI T 
_Gf (9) 
y'o 
to jest: graniczne potrójnéj funkcyi z funkeyi są trzy: jedna pa 
równa granicznój funkcyi trzecićj; druga jest równa granicznćj 
funkcyi drugićj, wziętćj co do trzecićj a podzielonćj przez jéj po- 
chodną; trzecia jest równa granicznćj funkcyi pierwszćj, branćj co do 
drugićj, a podzielonćj przez iloczyn pochodnych z drugićj i trzecićj. 
Podobnie otrzymamy prawo tworzenia się granicznych, gdy 
jest dana funkcya z funkcyi wielokrotnćj. 


94. Zbierając to razem, otrzymamy następujące prawo: 

Każda funkcya złożona z innych funkcyi, ma za graniczne, 
graniczne funkcyi w skład jéj wchodzących, lub tóż jest stosun- 
kiem granicznćj jednéj z funkcyi, będącćj funkcyą z funkcyt, 
wziętćj co do funkcyi pod nią stojącćj do pochodnćj z tejże fun- 
keyi. 

. To prawo ogólne, obejmujące wszystkie inne, jest główną 

podstawą rachuku funkcyi granicznych. 
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ROZDZIAŁ DRUGI. 


OZNACZENIE GRANICZNYCH FUNKCYI O JEDNEJ 
ZMIENNEJ. 


82. Na mocy praw powyższych, znając graniczne funkcyi 
prostych, potrafimy oznaczyć graniczne funkcyi jakićjkolwiek. 
Niech będzie najprzód funkcya algebraiczna najprostsza: 
Ea 
tu odróżnić trzeba dwa przypadki: gdy m dodatne i całkowite ra- 
zem, mamy stale biorąc pochodną rzędu n > m: 
W. 
przeto: 
AŻ 
a w granicy dla u = », będzie: 

GaaS, (10) 
tojest: funkcya graniczna potęgi całkowitćj i dodatnéj ze zmiennćj, 
ma wartość stale nieskończenie wielka. 

Gdy m jest jakiekolwiek, wyjąwszy całkowite i dodatne, 
mamy: 
y" = m? (m -n4 1) am 
ztąd: 
yni n 1 


y” Sanl  ;_męl i 


a przechodząc do granicy, będzie: 
G a" (a) = a0) 
nie mając względu na znak ilości w; zatém: graniczna potęgi ja- 
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kiejkolwiek ze zmiennćj, wyjąwszy dodatućj i catkowitćj, jest ró- 
wna samćj zmiennćj. 

93. Gdy mamy: 

Y = Ån (2) 
funkcyą algebraiczną całkowitą stopnia m tego, to na mocy po- 
wyższego, i ponieważ pochodne wyższe od m nikną, czyli stają się 
zero, przeto: 
: GA; (Zw 
co jeszcze zgadza się, uważając że graniczna funkcyi A, , jako 
złożonćj z różnych wyrazów, których po szczególe graniczne są 
nieskończone, musi być także nieskończoną. 

Łącząc to z prawem $ 86, mamy twierdzenie: funkcya alge- 
braiczna i całkowita, w skład innćj funkcyi jako osobny wyraz 
wchodząca, niknie w granicznćj, sama zaś ma graniczną nieskoń- 
czoną. 

Ile razy między granicznemi otrzymujemy niektóre nieskoń- 
czone, te powinny być opuszczone z pod uwagi, jako powstające 
z funkcyi całkowitych, szczególnićj przy granicznych, mających 
wartości skończone. 

94. Niech będzie funkcya postaci: 

y = (f (x) )” 
czyniąc f (©) = z, będzie y = 2” i na mocy $ 89, będzie: 
R s ZG f (æ) (w) 
G y (x) U G zm (e) 
=— 
Gdy więc m całkowite i dodatne, mamy: 
G 2% (z) = w 
i jakiekolwiek będzie f (x), otrzymamy: 


G (f 2) (2) ma z +06) an 


Gdy zaś m nie całkowite i dodatne razem, to: 


G gm (2) =z 
i będzie: 
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mein |FG£f (2) (2) 

Glo" (| 

l (©) 
to jest: graniczne potęgi całkowiićj i dodatnćj z jakićjkolwiek 
junkeyi, są dwie: jedna nieskończona, druga jest równa granicznćj 
saméj junkcyi; graniczne zaś potęgi, nie całkowitćj i dodatnój 
razem z jakićjkolwiek funkeyi, są także dwie: jedna równa gra- 
nicznój samćj funkcyi, druga równa stosunkowi funkcyi, do jéj 

pochodnćj. 
I tak niech będzie: 
y= (a & + by! 
at + b 


Gy (0) = TT "JA 


(11) 


druga ma wartość nieskończoną. 
95. Gdy funkcya ma postać ułamkową: 


3 U” 

SEIO 
ponieważ można napisać: 

y=(pz)" 


przeto będzie na mocy A yższego: 
(æ) (= G p (x) (2) 


p (æ) 
la = (12) 


G 4 


Gdy mamy: 

. f (w) 

> EŻŻ 

p) 

LO 
fæ) = G9 (x) (2) s 
TOLA I (12) 
p'(&) 
to jest: graniczne funkcyi ułamkowćj, są w ogóle trzy: jedna jest 
równa granicznćj licznika, druga granicznćj mianownika, a trze- 
cia jest stosunkiem mianownika, do jego pochodnćj. 
I tak niech będzie: 

V= 


+41— 2 


to będzie: 


G 


+ 2t— g? 
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będzie: 
: 4.1 Faw=w 
WATEK 
dwie drugie nieskończone. 
96. Przejdziemy teraz do funkcyi logarytmowych: 
= log © 
pochodna pierwsza jest: 
y-=s" 
a więc na mocy § 85 i 92, graniczna tćj funkcyi będzie: 
Glogs @) = 2 (13) 
_ to jest: graniczna logarytmu ze zmiennéj, jest równa saméj zmien- 
nej, 
Dla funkcyi: 
= log (f (©) ) 
czyniąc z = f (æ) będzie: 
f (æ) 
G log (f (æ) ) (æ) | F(a) 
| = G f (w)(0) 
to jest: graniczne logarytmu z KS funkcyt, są dwie: jedna ró- 
wna granieznéj funkcyi, druga jest stosunkiem tćj funkcyi, do jéj 
pochodnéj. 
Niech jeszcze będzie: 
y = f (log 2) 
czyniąc z = log «. będzie: 
(loga)! = 
aia j= Clogs o) = a 
GE Qog 2) (2) | — GE 
to jest: graniczne junkcyt z logarytmu w są dwie: jedna jest samą 
ilością æ, druga jest równa graniczućj fumkcyi, wziętćj co do 
logarytmu, pomnożonćj przez «. 
I tak niech będzie: 
y = log (ax + b) 
Gy (2) =* 2A 
a 


zatém: 
(18') 


druga jest nieskończona. 
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%3. Niech będzie faunkcya wykładnicza: 


NE 
mamy: 
y” — e 
ztąd: 
—1 
„aż Ady By 
„PĘZUK 
a przechodząc do granie dla n = ©, będzie: 
GE (asm - (14) 
Podobnie gdy: 
, WAZA 
i koce p + e`? 
4" SE. -F e77 
=i 
T LBA =—u 
y” 
przeto: 


GeT =o 
nie mając względu na znak. 

Zatóm: graniczna funkcyi wykładniezćj, jest niezależna od 
x, i ma wartość stałą, równą nieskończoności. 

Weźmy jeszcze wyrażenie: 


FE n 
1 log a 
a w granicy będzie: 
G a (2) = © (14') 


Zatóm: graniczna funkcyi wykładniezćj, dla jakićjkolwiek 
podstawy, jest nieskończoną. 
Niech jeszcze będzie: 
y =" af iw) 


na mocy $ 89 będzie, kładąc f («) =z: 


PE |= 1000 
Gy (2) (u GBW (14'') 
(©) 


ponieważ G a'© (f(v)) = w ; zatém, graniczne funkeyi wykładni- 
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czćj, którćj wykładnik jest pewną funkeyą, są dwie: jedna nieskoń- 
czona, druga jest równa granicznćj funkeyi saméj. 
8. Niech jeszcze będzie: 
EU 


ponieważ można napisać: 
i y= ef (x) log F (z) 


zatém graniczne będą: : 
G y (o) (5 C E Olo F 0) ©) 
|= = 
Z tych pierwsze wyrażenie, jako iloczyn dwóch funkcy, ma 
za graniczne: 
k „(= G f (æ) (w) 
sio z G log F (2) (w) 
ostatnie znowu wyrażenie, daje według powyższego: 
ra RCRA OLO) 
G y (©) ) E F (æ) 
= Fea) 
Zbierając razem, otrzymamy cztery funkcye: 


= w 
| = Gf (a) (w) 
Gy (0)4 = GF (x) (£) (15) 
| ER (2) 

= Fa) 
to jest: funkcya wykładnicza, mająca za podstawę i wykładnik 
` pewne funkcye z w, ma cztery graniczne: jedna nieskończona, dwie 
inne są graniczne funkcyt podstawy i wykładnika, a czwarta jest 
stosunkiem funkcyi podstawy, do jéj pochodnćj. 

I tak, niech będzie: j =" 
y = (ac + b) 
daje: 
= o 
w 


Gy (2) 4 aa +b 


a 


5. Niech będą funkcye trygonometryczne: 
y= wst æ, y= dose 
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mamy: 
y = t wst z oh zzak dos z 
y = t dosa yhe E Wst .a 
zatćm: 
ny!  mwsta _ ndos e 
yt . dose , Wstz 


przechodząc do granic będzie: 
G wst z (£) = w 
G dos z (z) = © (16) 
t, j. graniczne wstawy i dostawy, są niezależne od «, i mają war- 
tość nieskończona. 
Podobnie: 
y=stya , y= dote 
przedstawia się pod postacią: 
wst æ dos « 
= dos »” Y= wst» 
zatćm graniczne będą: 
= G wst « (2) 
G sty æ (x) ) = G dos z (a) 


Opuszczając graniczne mające wartość nieskończoną, będzie: 
G sty < (x) = dot x 


G dot z (£) = sty z (16') 
t. j. graniczne stycznćj i dotycznćj, są na odwrót te same funkcye, 
Podobnież: 
y = sie 2, y = dosie x 
Ponieważ: 
FR NE T M 
Y = dos a I= wst a 


przeto graniczne będą: 
G sie æ (w) = dot z 4 
G dosie z (c) = sty w (167) 
t.j. graniczne siecznój i dosiecznćj są dotyczna i styczna tegoż 


łuku. 
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` Uważmy jeszcze: 
y = Wst od z, y = dos od w 
ponieważ: 
wst od z = 1 — dos x 
dos od z = 1 — Wst x 
więc będzie na mocy powyższego: 
G wst od z (z) = œ 
G dos od z (£) = © 
t.j. graniezne wstawy i dostawy odwrotnćj tegoż łuku, są nieskoń- 
czone. 

100. Wszystkie funkcye řukowe, czyli odwrotne trygono- 
metrycznym, jako mające pochodne algebraiczne, mają za gra- 
niczne funkcye algebraiczne. 

Niech będzie: 


y = łuk wst v 
y = łuk dos æ 
y =, łuk sty a 
ich pochodne,jak wiemy są: 
1 
y = ż— 
á V/1—a2* 
—1 
U | = — 
á V 1— a? 
1 
0E 1+2? 
a ztąd ich graniczne będą: 
G łuk wst x (z) = „a 
G łuk dos z (2) = RE 
G łuk sty z (z) = A ke. 


biorąc zaś graniczne co do æ? będzie: 
G łuk wst z (a*) = 1 — »? 
G łuk dost « (a) 1 — a* (17) 
G łuk-sty æ (27) = 1 + ae? 
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to jest: graniczne funkcyt kołowych sa algebraiczne, tak jak wszy- 
stkie ich pochodne. 

AOI. Weźmy jeszcze funkcye elliptyczne, oznaczone przez 
całki: 


E (c, 9) =f Via wst? p dg 
U 


F (c, p) = ? api 
0 VK 1—c wst? p 
II (a, e, 9) = J PE Ana, zk KAB 
o (la wst? p) y 1—c* wst? p 


pochodne ich co do p są algebraiczne, przeto graniczne co do 
p, będą: 
1—c? wst* p 


GE (4) (9) = -Frat p dos p 
sy pó 1—c* wst? p 
GE(,9) (9) = -zozwst p dos p 
Funkcya zaś II ma dwie graniczne: 
a 1— e? wst? p 
= A O Aa 07 
GII (a, e, 9) (9) 2 c? wst p dos p 
1--a wst? p | 


2 a wst p dos p 

Biorąc pochodne co do wst? p, wyrażenia tych granicznych 

zmienią się na: | 
GE (c, 9) (wst? 9) = ab a 

podobnie i dla innych funkcyi. Takie są różne wyrażenia grą- 

nicznych funkcyi eliptycznych, stosownie względem jakich zmien- 

nych bierzemy graniczne. 

402. Z powyższego szczegółowego rozbioru, wypadają 
następujące prawa ogólne: 

1. Funkcye algebraiczne całkowite mają za graniczne nie- 
skończoność; połączone z innemi funkcyami, jako oddzielne wyra- 
zy, nikną w granicznych. 

2. Funkcye algebraiczne niecałkowite i algebraiczno-prze- 
stępne, mające pochodne algebraiczne, jak funkcye logarytmowe, 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ it. 127 


kołowe i t. p. mają za graniczne funkcye algebraiczne, które wy- 
rażają się przez stosunek pewnych funkcyi w skład funkcyi wcho- 
dzących, do ich pochodnych. 

3. Funkcye właściwe przestępne, t. j. odwrotne algebraicz- 
no-przestępnym, jak funkcye wykładnicze, trygonometryczne 
i t. p. mają za graniczne funkcye przestępne, które wyrażają się 
przez stosunek pewnych funkcyi do swych pochodnych w skład 
funkcyi danych wchodzących, lub tóż są nieskończone. 

Z tego więc wypada ogólne twierdzenie następne: 

Funkcya jakakolwiek ma za graniczną albo nieskończoność, 
lub tćż jest stosunkiem fumkcyi pewnćj do jéj pochodnćj, w skład 
fumkcyi danćj wchodząććj. 

Twierdzenie to powiada, że graniczne danych funkcyi nie 
zależą od innych pochodnych, jak tylko od samćj funkcyi, i jéj 
pierwszćj pochodnćj. Nowe to i ogólne prawo powinno zwrócić 
szezególnićj naszą uwagę, gdyż z niego jako proste wnioski wy- 
prowadzimy prawa, do jakich doszedł Cauchy, używając ilości 
urojonych. 

103. Gdy daną jest funkcya graniczna 4 («) i chcemy 
znaleźć szereg fumkcyi, które mają tę funkcyę za graniczną, 
oznaczmy jedną z nich przez y, mamy związek: 


U 
7 Rę Gi p (x) 
a zatém będzie: 
Wapram 
y 95) 
czyli: 
dz. 
y=e J%0 (18), 


t. j. że funkcya mająca daną funkcyę za graniczną jest równa wy- 
kładniczćj, którćj wykładnik jest całką z odwrotności granicznćj 
t wszystkie funkcye pochodne i całkowe z téj funkcyi mają jeszcze 
te funkcyę za graniczną. 
Gdy g (w) jest ilością stałą lub zero, będzie: 
KATY 
a że wiemy, że ta funkcya ma za graniczną nieskończoność, a więc 
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p nie może być ani stałe, ani zero, zatćm nie ma funkcyi, która- 
by miała zero lub ilość stałą za graniczną. 

Ztąd odwrotnie, gdy graniczna ukazuje się jako stała lub 
zero, musi wypadać z funkcyi wykładniczych, których graniczne 
właściwie są nieskończone. 

Niech będzie: 

p=axc+b 


da 1 I 
f: AFORE log (ax +b) = log (aw +b) 


zatém funkcya będzie postaci: 


m 


y =(ax--b) 

A4. Kończąc ten rozdział podamy wyrażenie funkcyi 
granicznych dla funkcyi, których zmienna ma wartość urojoną. 

Niech więc będzie: 

y =i) 
gdzie æ ma wartość: 
æ = r (dos £ 4 Wst £) 

można więc uważać æ jako funkcyą nową zv i4, lecz jak r i t są 
niezależne, więc możemy raz uważać r, drugi raz t za stałe, 
i brać graniczne co do r lub ż, przeto na mocy prawa granicznój 
fnnkcyi z funkcyi, otrzymamy biorąc graniczne co do r. 


arao - Ste 
aże z = dos £ + ¿ wst t; przeto: 
G f (w) (©) 


[al 4 SK = 
BL) C) = Tost + i wstt 
a mnożąc przez dos £ — į wst z, i rozkładając summę granicznych 
na szczególne, będzie: z 
Gi) (7) (= dos ¿G f (x) (w) 
; |= wst ¿G f (x) (w) 
to jest: że graniczne funkeyi zmiennćj urojonćj, wzięte co do jéj 
modułu, są równe granicznym funkcyi zmiennéj rzeczywistćj, po- 
mnożonćj przez dostawę i wstawę argumentu ilości urojonćj. 
Biorąc znowu graniczne co do £ otrzymamy: 
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$ | digg = SRB 
Tt 
, dæ W , 
a> =) "WRP Fa Osa 
G f (x) (x) 


G f (2) 0 = r (wst £— i dos 2) 


a mnożąc przez wst £ + ź dos ź, i rozdzielając, będzie: 
dos £ G f (x) (x) 

r 
wst ź G f (2) (e) 


r 


G f (æ) (9 (20) 


to jest: graniczne funkcyi zmiennej urojonćj, wzięte co do jéj ar- 
gumentu, są równe granicznej fumkcyi zmiennćj rzeczywistćj, po- 
mnożonój przez dostawę lub wstawę argumentu, i podzielonćj przez 
moduł. 

W obu więc razach, graniczne funkcyi zmiennćj urojo- 
nój, są co do wartości mniejsze od granicznych funkcyi tójże, 
gdy zmienna jest rzeczywista; albowiem są mnożone przez do- 
stawy i wstawy pewnego kąta, których wartości są zawsze mniej- 
sze od jedności. 

Ztąd wypada, że wszystkie twierdzenia, służące funkcyom 
zmiennych urojonych, nie mogą być stosowane do funkcyi zmien- 
nych rzeczywistych, albowiem dadzą wypadki za małe lub za 
wielkie. 
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ROZDZIAŁ TRZECI. 


FUNKCYE GRANICZNE RÓWNAŃ I FUNKCYT WIELU 
ZMIENNYCH. 


405. Niech będzie dane równanie nierozwiązalne między 
zmiennemi « i y: 
f(z, y) =0 


nie mamy wartości yw funkcyi », lecz biorąc pochodne, otrzy- 
mamy wyrażenie: 
R > | 
a a da 


OCT dt | 
(a 7 
a że graniczna funkcyi y, jest ta sama co graniczna y' brana co 
do æ, zatém w wartości na y! trzeba położyć za y wartość w «, 


uczynić redukcye i dopiero wyprowadzić graniczną; możemy za- 
łożyć że te podstawienia są wykonane, i funkcyą tę przedstawić 


w postaci: "" 
il 

(a 
aa -i p 
(22) (| t 
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a że: 
[5 F A| Œf Pi w) e df ya def dy 


dyli da dady Y dy? dæ dy IAT dyde da] 


ESI df |? ; 
da da 
dh af df def dt def dt def 
__de dedy dy da? 


da dy? dy dady da 


dy „A : 
1 wartość, otrzymamy jeszcze: 
da 


| || 9 df idt dif ~f y dt | df | det 
dy| f| | da dy _ dzdy de| dy? dy | dx? 
ET" PT "PAN df sq," 
(z) Gel dy 
a ztąd ostatecznie: 
df / df |? 
A WE AC 91 
A= -a d ei [dpa jddt “P 
dæ dy dedy -| IE dy? - (| da? 
takie jest wyrażenie na funkcyą graniczną, równania danego. 
106. Gdy równanie ma szczególną postać taką, że jedna 
df 


z pochodnych cząstkowych drugiego rzędu znika np. R = 0, 


a podstawiając za 


da 


to wyrażenie granicznćj upraszcza się, i będzie: 


Gy (2) = 


d? df df def 
dy dyde de dy? 
a wtedy równanie dane musi mićć postać, w któréj æ wchodzi 
w stopniu pierwszym, to jest: . 
py) tzy(y)=© 
gdzie c jest ilość stała. 


s ra Ta 
Gdy pochodna ro dn 0, będzie: 


http://rcin.org.pl 


152 CZĘŚĆ II. 


df df 
„OBTA 
da dedy dy da? 
a równanie będzie miało postać: 


9 (2) + y y (35) =c 


rozwiązalną co do y, gdzie e jest ilość stała. 


Gy (a= 


Gdy pochodna coż == 0 będzie: 
dady 
df sl df | 
> dæ _ de (dy) 
Ry (= aa IR ŻĘ 1 
(e) a (a) e 
Gdy jedna z pochodnych EE lub ry razem z pocho- 
dną "ay stają się zero, wyrażenia te jeszcze się upraszczają, 
3 dż f S i 
i otrzymamy, gdy Ta = Oi dalh SA0 
(z) 
G y (æ) dy 
Ej é R. i ip 
4 df 
dy? 


a równanie dane musi mićć postać, w któréj « musi być w sto- 
pniu pierwszym, i jeszcze pochodna pierwsza co do y nie zawiera 
æ; przeto będzie: 

PY) tz=c 
równanie nierozwiązalne co do y, a rozwiązalne co do «, przed- 


stawiające pierwiastki równań algebraicznych i pr zestępnych. 
df asf 


Gdy — i —— = 0 to graniczna będzie. 
dy? dady 
j df 
da 
yas df 
da? 
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Zatém równanie musi mićć y w stopniu pierwszym, i bę- 
dzie postaci: 
y + ya) =c 
jakoż i graniczna równa jest stosunkowi pochodnych następnych, 
jak być powinno. 
r di. ZE 
Gdy jeszcze — i — 


= 0, otrzymamy: 
dy? dæ? y y 


df 
i dy 
SEN FTA RO 
Te 
zatém równanie musi miéć postać: 
agzy+tece=0 
gdzie a i c są stałe dowolne. 
Nakoniec gdy wszystkie trzy pochodne drugiego rzędu są 
zero, graniczna staje się: 
Gy (zj=w 
i powstaje z równania: 
ay+ba=c 
jak być powinno, gdyż ono jest rozwiązalne co do y i æ, i wyraża 
się przez funkcyą algebraiczną całkowitą, którćj jak wiemy gra- 
niczna jest nieskończona. 
407. Rozbierzmy bliżćj te przypadki, jakoż gdy równanie 
ma postać: 
9y) +teyl(y)=c 
biorąc pochodną i podstawiając we wzór (21) otrzymamy: 


p ) — . (9'+ v w)? s 
G y (0) El 2 (9! + 2 W) w =v (P' + a w') 9 
a dla wartości szczególnych « = 0 i y = yo będzie: 


Byte S NE (a) 
 |żpy—vog"|y 


Równanie powyższe przybiera szczególną postać, gdy p(y) =Y 
kształtu 


y+cy(y=c 
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które daje kładąc za g (y) i jego pochodną ich wartości w powyż- 
szćm: 


a) n ataa (1 Hey a 

G y (x) TB d+ey') y= wy 
czyli: 12 

Gy (2) = ras 


2y +a (Ży'—vvy'') 
a dla wartości z = 0 i y = c będzie: 
1 
a) ———— l 
Gy (2) Ryk (b) 
I tak, weźmy następne wyrażenie: 
1} y—a Wst y=c 
gdzie c jest ilość stała; będzie na mocy powyższego: 
m (1—e dos y)? 
Palm —2 dos y+-2j1 + dos y*) 
a dla s = 0 i y = c będzie: 


—1 
Gy (wy = 3 dos o” 
20 log y + x wst y= c 
stosując do niego wyrażenie (a ia' ) i upraszczając, otrzymamy; 
REL (+e y dos y)? kg. 
PND wst y+2 y dos y+% y? (1--dos* y) 
a dla s = 0 i y = e° będzie: 


li 

wst y + 2 y dos yJfec ) 
Gdy równanie ma postać: 
p (z) + y v (@) =c 
KOK ac pochodne i podstawiając otrzymamy: 
+ yy’) 

KACE T TETA 
lecz uważając, że to równanie jest rozwiązalne co do y; jakoż: 
c — g (z) 

TOM 
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graniczna co doy prostsze ma wyrażenie, i rozpada się na dwie: 


- p =G p (z) (2) 

xy (©) |__vy (m) 

wy (©) 
więc powyższe wyrażenie jako więcćj złożone można odrzucić, 
i samo równanie zawsze sprowadzić do postaci rozwiązalnćj, po- 
wyższego kształtu. 
Gdy równanie ma postać: 
g(y)+t=c 

które jest nierozwiązalne co do y a rozwiązalne co do 2, daje po 
uproszczeniu: 


Gy (e) — —F* (e) 


a że równanie powyższe przedstawia pierwiastki równań jakich- 
kolwiek, zatóm graniczne takich pierwiastków, są równe stosun- 
kowi z kwadratu pochodnój pierwszćj, do pochodnćj drugićj ró- 
wnania danego. 

To wyrażenie granicznój możemy otrzymać wprost sposobem 
następnym: rozwiążmy równanie dane co do y i oznaczmy: 


y=v (x) 
Gy (z) =G y (x) (z) = G y% (x) (x) 


będzie: 


a że mamy: 


w (z) = 
g (y) 

przeto: 

G y (x) = G y'™ (y) (2) 
a że: 

r (g'—1 = KAE 

G9- e= yo 

do 
i jeszcze mamy: 
dp'(y) _ g(y) dy _ gy 
dx da py 


podstawiając otrzymamy: 


g’? f zd 
Gy ©) = 4 5 t jak wyżćj. 
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I tak, niech będzie: 


1° CY pee 
będzie: , 
G y (£) = — e =—(c— t) 
jak być powinno. 
90" Dla logy+c=© będzie: 


uważając że: 
— = M 2 = TŻ 
A sw" poem 
zatóm: . 
Gy (1) =1 
to jest graniczna równa ilości stałćj i skończonćj, co jak wiemy 
z $ 108 znaczy, że graniczna jest nieskończoną. 
Jakoż równanie dane można napisać pod postacią: 
y= (—* 
które ma graniczną nieskończoną. 

AS. Gdy mamy daną funkcyą zmiennćj y, która z inną 
zmienną jest związana przez równanie, to zachodzić mogą trzy 
przypadki: 

Niech będzie: 


z =F (y) 
x i y mogą być związane z sobą przez wyrażenia: 
y= p (2) 
s= Y (y) 
t (x, y) =0 


t.j. może być związek między « i y rozwiązalny co do « lub y, 
lub nierozwiązalny. 

Pierwszy przypadek przedstawia funkcyą z funkcyi, którego 
graniczną otrzymaliśmy w $ 89; pozostają tylko dwa ostatnie 


przypadki. 
Gdy więc dany jest związek między « i y postaci: 
g= wW (y) 
załóżmy, że równanie to zostało rozwiązane i mamy: 
y = 9 (z) 


to na mocy § 89 otrzymamy dwie graniczne funkcyi z funkcyi: 
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A |=Go (w) (©) 
3:0]. 6E6 60) 
g (©) 


a że mamy: 


i pamiętając że: 
G 9 (x) (z) = Gy' (æ) (2) 


zatóm: 
G z.(2) = Gy -(y) (2) 
a że: 
y Gw’! (y)(y) 
iba | my== LEENS 
G w'=' (y) (= KZ 
i . . 
PĄ 8 se 
G y=! ((Y) = y” 
zatém, kładąc za g' (©) wartość, otrzymamy: 
#2 
Gz (w) 77 yt 


= y GF (y)(y) 
to są dwie graniczne, które otrzymujemy w tym przypadku. 

Powyższe wyrażenie, kładąc za « wartość pod znak grani- 

cznćj, zmienia się na: 
Mż 
ae! ET (23) 
GF) * 
(= v GF (y) (9) 
to jest: że graniczne funkcyi jakiéjkolwiek, wziętćj co do innćj 
funkcyi tójże samej zmiennćj są dwie: jedna nieżależna od funkcyi 
danćj, a tylko od funkcyi eo do której bierzemy graniczne, i jest 
stosunkiem «kwadratu pierwszćj pochodnćj do drugićj pochodnćj 
tejże funkcyt; druga jest iloczynem z pochodnćj junkcyi co do 
którćj bierzemy graniczne, przez graniczną funkcyi danćj co do sa- 
méj zmiennej. 

Wniosek. Gdy fukcya dana F (y) ma graniczną nieskoń- 
czoną (jakiemi są: y”, ew , wst my, dos my, it.p., gdzie n 
całkowite i dodatne a m jakiekolwiek ); to druga graniczna jest 

18 
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zawsze nieskończona, a odrzucając ją, otrzymamy tylko pier- 
wszą; ztąd mamy twierdzenie: 
Graniczna potęgi całkowitćj i dodatnéj, funkcyi wykładniczój, 
wstawy i dostawy łuku wielokrotnego z pierwiastku równania: 
v (y) = 2 
jest taka sama jak i samego pierwiastku. 
109. Przejdźmy teraz do przypadku trzeciego: 
Niech będzie dana fankcya: 
z=F (9) 
zmiennćj y związanćj z drugą æ równaniem nierozwiązalnćm: 
f (z, y) =0 
jéj graniczne znajdziemy uważając, że pochodna z z będzie: 
F dz _ dF dy 


z = 


de dy dz 
a kładąc za W wartość otrzymaną z równania dragiego, będzie: 
“i di df | ]-1 
KODY da sly dF | (dy 
tie 2, e, O adi rid (dE 
dy da | 


Funkcya graniczna 2” będzie taż sama co z, zatćm będzie 
jedna: je 
Gz (c) == G z (z) =F (y) (æ) 
dy 
czyli: | 
G F 4 4 
Gigi SO: 
y 
a kładąc za y' wartość otrzymaną z równania drugiego i uważa- 
jąc że druga graniczna będzie taka sama jak w $ 105, otrzymamy: 


Toroa 
Gele) = 2r (24) 


dr 
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df | dt |ż 

$ dæ 3] 
MBC AT Ta Pdf påla 
de dy dedy T dyż [F] da? 


Zatém graniczne funkcyi zmiennój związanej z drugą równa- 
niem nierozwiązalnem są dwie: jedna niezależna od funkcyi danćj, 
jest graniczną równania danego; druga jest równa stosunkowi gra- 
nieznćj funkcyi danćj do pochodućj otrzymanćj z równania danego. 


Wniosek. Gdy funkcya dana ma graniczną nieskończoną 
to jest: gdy jest potęgą całkowitą idodatną y* , funkcyą wykła- 
dniczą e , lub wstawą i dostawą łuku wielokrotnego ze zmiennćj 
dos my, wst my, to graniczna takićj funkcyi zmiennćj, związanćj 
z drugą równaniem nierozwiązalnóm jest równa granicznćj samćj 
zmiennćj. i 

440. Gdy mamy funkcyą o dwóch zmiennych 

z =P (z, y) 
którćj zmienne są związane nierozwiązalnie równaniem 
f (z,y) =0 
uważając w za zmienną niezależną i biorąc graniczne co do w 
otrzymamy: 
k dz dF dy dE 
Z dz 7 dy dr 


w 


Graniczne więc z” czyli z będą: 
aE, 
= 0 z, ©) 


G'z (1) 2 = G "74 (x) 


ostatnia jest graniczną równania danego i otrzymuje się jak 
w$105. Pierwsza będzie: 


dF | 
„dp, Gdy 

G z (x) = DA i 
dy ` y 
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druga pozostanie w swój wartości; zatóm otrzymamy podstawia- 
jąc za y' wartość: 


IE 
„az. 60 (25) 
Gda e 


— ke dz © jak w $ 105. 


Zatóm graniczne funkcyi o dwóch zmiennych, związanych 
z sobą równaniem nierozwiążalnóm są trzy: jedna jest niezależna 
od funkcyi i jest graniczną równania danego; druga jest granicz- 
ną pochodnój funkcyi danćj, wziętćj co do æ; trzecia jest stosun- 
kiem granicznćj pochodnćj funkcyi danćj, wziętćj co do y, do po- 
chodnćj samego y, wyciągniętćj z danego równania. 


444. Niech będzie dana funkcya o dwóch zmiennych nic- 
zależnych: 


E = D 
uważając raz « drugi raz y za stałe, otrzymamy pochodne: 
codoy  D, (z) = riy codow. D, (z) = 
Dè (2) = f’, D: (e) = Pe 
D» (z) = tu D? (2) =f 


Zatém funkcye graniczne będą wyrażone: 


pfl 
Ge (3) = (aT |- Etle y) 9) 
y w 


nf=1 


G z (2) = ra = G f (x, y) (2) 


Zatém ç graniczne funkcyi o dwóch zmiennych niezależny h sa 
dwie, i równe granicznym funkcyi co do każ ‘déj zmiennéj, uważając 
z kolei drugą za stałą. 
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Powyższe prawo daje się rozciągnąć bez trudności do funk- 
cyi o kilku zmiennych; zatćm: junkcya kilku zmiennych niezale- 
śnych ma granicznych tyle, ile jest zmiennych niezależnych w skład 
ićj wchodzących. 

I tak, niech będzie funkcya: 


z = OSY 
v 
jéj graniczne będą: 
Gz (1) = z 
Gz(y) =y. 


w ich bezwzględnćj wartości. 
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ROZDZIAŁ CZWARTY. 
FUNKCYE GRANICZNE RÓWNAŃ RÓŻNICZKOWYCH. 


a. Równania różniczkowe o jednćj zmiennćj 
niezależnej. 


442. Ogólna postać równań różniczkowych o dwóch 
zmiennych, z których jedna jest funkcyą drugićj, wyraża się przez: 


fGY,YY'1::-,Y"*) =0 (W 
i jest wyrażeniem różniczkowóm pewnćj funkcji z «æ, postaci: 
y =F (2) 


a że według $ 85, funkcya sama y i wszystkie jéj pochodne mają 
tę samą graniczną, przeto rozwiązując równanie (a) co do naj- 
wyższćj pochodnćj y* otrzymamy: 

y= pey...) 

a graniczna tego wyrażenia będzie graniczną samćj funkcyi y 
przeto: 

Gy(a) Gy" («) 
czyli: 

Gy (2) =G9 (2) (26) 
to jest: że każde równanie różniczkowe daje bez całkowania i bez 
poznania funkcyi y, graniczną téj funkcyi nieznanćj, którćj ono 
jest wyrażeniem różniczkowóm, biorąc graniczną najwyższćj po- 
chodnój znajdującój się w równaniu daném. Graniczne te nazwie- 
my yranicznómi równań różniczkowych, czyli funkcyi, które one 
wyrażają. 

Graniczną tę można jeszcze otrzymać bez rozwiąza- 
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nia równania (a); jakoż biorąc pochodną równania powyższego 
i oznaczając cząstkowe pochodne przez f'e, f'y fy it. d. 
brane co do 2, y, y' it. d. otrzymamy równanie: 

fa yy fng" +fywy" H.H mgt =0 (b) 
równanie zawierające pochodną y*+! w pierwszym stopniu, roz- 
wiązując co do y”+! , otrzymamy wyrażenie: 

M 
Fm 
oznaczając przez M wszystkie wyrazy prócz ostatniego w wyraże- 
niu (b). ~- Ztąd biorąc graniczne y”+! otrzymamy graniczną y 

= GM (a) 
= Gf'yn (2) 

P 97 
RZY (27) 
(Emy 
gdzie pochodna: 
Ey dE m KA. 4 
y 


ym n 
af dy Y SUREN 


y"tD = — 


G y (a) 


dæ dy 4 

Otrzymaliśmy więc tym sposobem trzy graniczne, które põ- 
winny być zawarte w wyrażeniu (26) wyżéj otrzymaném. 

Takie jest ogólne rozwiązanie co do oznaczenia granicznych 
równań różniczkowych. 

Przejdziemy teraz do szczególnych rodzai. 

A43. Weźmy najprostsze równanie różniczkowe pierwsze- 
go rzędu i pierwszego stopnia między dwoma zmiennemi, rozwią- 
zując co do y', ono może mićć trojaką postać: 


y = Q (x) (a) 
y = Y (y) (b) 
y = f (2, y) (©) 


Pierwsza postać równania wyraża pochodną w funkcyi » i ca- 
ła powyższa teorya daje rozwiązanie na ten przypadek, jakoż 
ponieważ graniczna y' jest taż sama co y, przeto: 

G y (£) = G P (x) (x) 

Drugie równanie jest odwrotną funkcyą pierwszéj; i grani- 
czna jego będzie: $ 

http://rcin.org.pl 


144 CZĘSG IN 
Gy (2) = G y W) (a) 


A że drugą stronę można uważać za graniczną funkcyi 
z funkcyi, przeto według $ 89 będzie: 
Gy(z) = Gy (9) (9). „ CYW G) (28) 
wd w (y) 
to jest graniczna równania różniczkowego pierwszego rzędu i pier- 
wszego stopnia postaci y'= Ww (y) jest stosunkiem yranicznéj po- 
chodnćj y' wziętćj co do y, do tójże samćj pochodnej. 
Nakoniec, gdy równanie ma postać (c) biorąc pochodną 
drugą będzie: 


| y= Fa yfyy (d) 
a że: 
Gy(x) = Qy“ (1) 
przeto: 
$ =G os (æ) i 
G y (a) ) = GL, (a) (29) 
= Gy' (2) 


Ostatnie wyrażenie jest tożsamością, dwa zaś pierwsze wy- 
rażają graniczne funkcyi f i f'y wziętych co do a, a że te funk- 
cye zawierają zmienne « i y połączone z sobą równanien (e), więc 
ten przypadek sprowadza się do przypadku objętego $ 110; 
gdzie znaleźliśmy graniczne funkcyi F (z, y) dwóch zmiennych po- 
łączonych z sobą równaniem (c). 

444. Jako przykład i razem rozwinięcie tćj teoryi weźmy 
„pod uwagę wyrażenie (28), dające graniczną równania: 
dy AS 
— =W (y 
da 4 (9) 

Gdy w (y) jest funkcyą algebraiczną całkowitą, wykładniczą 
e , lub tćż wstawy albo dostawy łuku wielokrotnego zy, wtedy 
graniczna w jest nieskończona, i równanie (28) daje graniczną nic- 
skończoną, przeto w szczególności będzie: 

dy 
19 dla —2- =ę 
da Y 


Gy (a =w 
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d è 
2 dla -a = An (0) 


G y (2) = œ s 
3 dla CA = w 
da 
Gy(aj= itp 
Gdy funkcya w (y) y funkcyą z funkcyi postaci: 


gdzie A, jest funkcya Barito całkowita stopnia k z samego 
y, a m wykładnik niecałkowity i dodatny razem; to biorąc po- 
chodną drugą będzie: 

dy 


„ mi AWG dy 
dać = m. Ak (y) A'r (y) dr 


y x d š 
a podstawiając wartość za A - będzie: 


a = SEARZ "tj A (y) 


Znajdziemy łatwo graniczną funkcyi y, jednakże w jednym 
przypadku otrzymujemy proste wyrażenie na tęż graniczną, gdy 


wykładnik m dopełnia warunku 2m — 1 =O czyli gdy m = H 
wtedy mamy: 


$ 
dy T 
de + ©) 


dèy 1 A 
da g5: (W) i 
Zatóm: gdy pochodna pierwsza wyraża się przez ifin yq algebra- 
tezną będącą pod pierwiastkiem stopnia drugiego, to pochodna dru- 
gajest zawsze algebraiczna; a że graniczne ich są równe, i równe samćj 
fumkcyi y, przeto graniczna takiego równania będzie nieskończoną. 
Z tego twierdzenia wypada: 
1. Równanie różniczkowe postaci: 
dy = Vy 
da L 
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wyrażające Wst z i dos r, ma graniczną nieskończoną, co już wy- 
żćj dowiedliśmy. 
2. Równanie: 


d eee 
T] 


ma graniczną nieskończoną; a że to wyrażenie jest funkcyą od- 
wrotno-elliptyczną, oznaczoną przez: 
y = (2) 
przeto funkcya ta ma graniczną nieskończoną (*) 
3. Wogóle każde wyrażenie: 


d pn 
Z = Vin Q) 


będąc funkcyą przestępną odwrotną pewnój funkcyi, ma grani- 
czną nieskończoną. 

45. Jako drugi przykład oznaczymy graniczne innych 
dwóch funkeyi elliptycznych, oznaczonych przez równania skoń- 
czone z funkcyi 4 (æ), postaci: 

u (æ) Vie 
v (2) = /1—khd%e 
obie można uważać za funkcye z funkcyi, przeto na mocy $ 89, 


będzie: 
|= G2 (a) (a) 
Gu |_| _ 1-0) 
ARL) 

Zatém mamy dwie graniczne, a że jedna G; (x) (œ) jest nie- 
skończona, przeto można ją opuścić; a druga daje kładąc za 
4 (r) wartość y, i upraszczając: 

Z PNT Vy R 
G n (x) (©) 7 aV i ep 


podobnic: 


(*) Patrz: „Théorie des fonctions doublement pom par Briot 
et Bouquet: Paris 1859.“ — kar. 95 i następne. 
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a= 
CREEN ES Vin ky? 
BEZ yy 1—y? 
Nakoniec, trzecia funkcya oznaczona przez 
DOSC ZĘ | (Œ) 
w (£) = u (2) 


jako będąca ułamkiem, którego licznik ma graniczną nieskończo- 
ną, będzie miała za graniczną: 

3 F I— y? 

Go (x) (z) = śKse i 


Ztąd wypada, że funkcya elliptyczna 7 (x) ma graniczną nie- 
skończoną, funkcye zaś u (a), v (x) i wœ (w) mają graniczne 
skończone. 

AAG. Szczególne prawo dowiedzione w $ 114 można ła- 
two uogólnić; jakóż gdy mamy równanie: 


m 


= M (y) (a) 
gdzie A; jest funkcyą ooh całkowitą stopnia k z y, a wy- 
kładnik m nie jest razem całkowity i dodatny, to biorąc pocho- 
duą} drugą otrzymamy: 


2m — 1 


y' = mÅ; A: 


biorąc pochodną trzecią będzie: 
2m— | 


y" = m | (2m—1) = PRAS + Åk A; ły 
czyli upraszczając będzie: 
y” = m kg ý | (2m—1) Ax + M ya l 
wyrażenie, w któróm część w nawiasie jest funkcyą algebraiczną 
i całkowitą, oznaczając ją przez B będzie: 


3m—2 
ye = m Åk » B . 
a biorąc znowu pochodną otrzymamy: 
4 TY 4, îm- 3m—2 $ 
y“ = m | (3m—2)A; ii B + A: B'|y 


czyli upraszczając: 
4m—3 - 
yy = m Rz” | (3m—2) A BAB} 
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a oznaczając wyrażenie w nawiasie jako funkcyą algebraiczną 
całkowitą przez ©, będzie: : 


4m—3 


y” =mA: O 
a zatém w ogóle pochodna a ta wyrazi się przez: 


—n+i 
y* =m ara PD N 


gdzie N jest pewna funkcya algebraiczna i całkowita. W szere- 
gu tych funkcyi pochodnych, gdy wykładnik m dopełnia wa- 


runku: 
nm —=n+1=0 
Czyli: 
n—l 
m = —— 


n 

1 2 3 4 
PRECE BATI 
to jedna z pochodnych takiego wyrażenia i wszystkie następne są 
funkcyami algebraicznemi i całkowitemi, a graniczna téj funkcyi 
będzie jeszcze nieskończoną. 

Ztąd mamy następujące godne uwagi twierdzenie: graniczna 
równania różniczkowego pierwszego rzędu, w którym pochodna 
wyraża się przez potęgę ułamkową, któréj mianownik o jedną je- 
dność jest większy od licznika, z funkcyi algebraicznój calkowitćj 
samćj zmiennćj y, jest nieskończoną. 


to jest: gdy jest zawarty w szeregu liczb Ip. 


b. Równania różniczkowe o dwóch i więcćj zmiennych - 
niezależnych. 


443. Równania różniczkowe o dwóch zmiennych są albo 
całkowite, albo cząstkowe. 
Weźmy pod uwagę naprzód równanie różniczkowe pierwsze- 
go rzędu całkowite, postaci: 
dz = X dz + Y dy (a) 


gdzie Xi Y są funkcye z wiy, ponieważ to równanie jest po- 
chodną całkowitą równania: 
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z = Í (@, y) 
mającego według § 111 dwie graniczne, które otrzymamy, uwa- 
żając raz « drugi raz y za niezmienne, tak, że graniczne są: 
G z (2) = G f (x, y) (£) 
G z (y) = G f (x, y) (y) 
a że znowu mamy: 
dz dz : 
Gz (2) = 6 45 (0) = G jr © itd 
przeto wyrażenie (a) uważając w nićm raz æ, drugi raz y za sta- 
łe, czyli raz dæ = 0, drugi raz dy = 0, daje: 
G z (z) = GX (2) 
G z (y) = GY (y) 
Zatćm graniczne równań różniczkowych całkowitych o dwóch 


zmiennych niezależnych są dwie, równe granicznym pochodnych 
cząstkowych, uważając raz æ drugi raz y za stałe. 


(30) 


AAS. Równania różniczkowe cząstkowe, wyrażają się, 
oznaczając przez p, q, pochodne cząstkowe pierwszego rzędu, 
przez r, s, t, pochodne cząstkowe drugiego rzędu i t.d, ogól- 
nie pod postacią: 

G A E A A bona DVE O 

równanie to czyniąc raz æ drugi raz y stałe, czyli czyniąc raz 
wszystkie pochodne cząstkowe co do » równe zero, drugi raz co 
do y równe zero, wyda dwa równania postaci: 

E (e gennya iR z") =0 

«c z c 

r NE AT a wa NEA 

Pana v y "y ) 
które na mocy § 117, dadzą nam dwie graniczne, jedną wziętą 
co do «, drugą co do y. 


AAP. Podobnym sposobem otrzymamy graniczne równań 
różniczkowych, o wielu zmiennych niezależnych, co w każdym 
razie jest łatwe i nie przedstawia żadnych trudności. 
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Na tém kończąc rachunek funkcyi granicznych, widzimy, że 
w każdym razie znajdujemy -bardzo łatwo graniczne jakićjkol- 
wiek funkcyi wyrażonćj w ilościach skończonych, lub tóż przez 
równanie różniczkowe, i z całego ciągu wypada to ogólne pra- 
wo, iż: 

Każda funkcya ma pewną graniczną będącą albo nieskoń- 
czonością, lub tóż stosunkiem pewnćj funkcyi w skład funkeyi da- 
nój wchodzącćj, do jéj pochodnych, a nigdy nie Gd zero lub ilo- 
ścią stałą, dopóki ilości zmienne nie mają szczególnych wartości. 
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CZĘŚĆ TRZECIA. 


TEORYA ROZWIJALNOŚCI FUNKCYI. 


29. Zasadzając się na rachunka funkcyi granicznych 
i na teoryi zbieżności szeregów wyłożonych w dwóch pierwszych 
częściach, możemy teraz zająć się rozwiązaniem ogólnego zada- 
nia rozwijania funkcyi na szeregi. 

Teorya rozwijania funkcyi na szeregi, jest jedną z najwa- 
żniejszych podstaw rachunku wyższego, opierając się na nićj do- 
chodzimy mnóstwa prawd, lub do nićj sprowadzamy ostatecznie 
rozwiązanie prawie wszystkich zadań tego rachunku, a jednakże 
ta teorya obecnie przedstawia wiele wątpliwości i niedostate- 
czności; takiemi są między innemi: niepewność co do zbieżności 
szeregów w samych granicach, czyli jak nazywamy w punktach 
czyli wartościach krytycznych; zależność zbieżności, nie od sa- 
mćj funkcyi, lecz od reszty szeregu, która powinna dążyć do zera 
z liczbą danych wyrazów, it. p. Jakkolwiek na tém polu wie- 
le niedostateczności wyjaśniła teorya Cauchego, jednakże wpa- 
dła w drugą ostateczność, gdyż wprowadzając w ich rozwiąza- 
nie ilości urojone, uczyniła wypadki zależne od tych ilości, przez 
co trudne a często niepodobne do otrzymania. 

Otóż te niedostateczności, nietylko zupełnie usuwa rachu- 
nek funkcyi granicznych, zastosowany do rozwijania funkcji na 
szeregi; lecz jeszcze wyjaśnia wiele miejsc wątpliwych i odkry- 
wa nam nowe prawa rachunku. 
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A że to zastosowanie daje nam prawa ogólne, według jakich 
funkcya zdolną jest nietylko rozwinąć się na szeregi zbieżne, 
uszykowane według potęg rosnących zmiennćj, ale i na inne ich 
rodzaje; dla tego one stanowią: Ogólną teorya rozwijalności funk- 
cyi, którćj częścią rozwijaniem na szeregi zbieżne, tu szczególnie 
się zajmiemy. 
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ROZDZIAŁ PIERWSZY. 


NOWA POSTAĆ WZORU ROZWIJANIA FUNKCYI NA 
SZEREGI ZBIEŻNE, USZYKOWANE WEDŁUG POTĘG 
DODATNYCH PRZYROSTU ZMIENNEJ. 


124. Gdy uważamy funkcyą w związku z szeregiem jéj 
odpowiednim, warunki zbieżności szeregu są zarazem warunka- 
mi, pod jakiemi funkcya daje się rozwinąć na szereg, to jest da- 
ja dwie wartości graniczne zmiennćj, między któremi szereg zo- 
staje ciągle zbieżnym, a funkcya w tych granicach daje się ści- 
śle przedstawić przez tenże szereg, czyli jest zdolną rozwinąć się 
na szereg. 

Rozwijalność więc funkeyi jest to jéj własność, że w pewnych 
granicach daje się wyrazić przez szereg zbieżny; a granice zbie- 
żności szeregu otrzymują się, jak wiemy z $ 24, ze stosunku 
n tych wyrazów, równając go z + 1; dla otrzymania więc tych 
granic potrzeba znać prawo tworzenia się wyrazów szeregu, czyli 
postać wyrazu ogólnego. Granice rozwinięcia funkcyi powinniśmy 
otrzymać z samćj funkcyi nie przechodząc do jéj pochodnych, i tak 
otrzymane_granice powinny być też same jak i szeregu. Otrzyma- 
nie granic rozwinięcia funkcyi z samćj funkcyi jest bardzo ważnóm 
w rachunku, albowiem daje możność wprost oznaczenia granic 
zbieżności szeregu, bez jego otrzymania i bez oznaczenia prawa 
tworzenia się wyrazów, które w ogóle jest trudnóm do oznacze- 
nia, zwłaszcza dla funkcyi więcćj zawikłanych. 3 

122. Granice rozwinięcia funkcyi bardzo łatwo się otrzy- 
mują przez zastosowanie rachunku funkcyi granicznych. Jakoż 
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gdy mamy daną funkcyą i jéj odpowiedni szereg uszykowany 
według potęg rosnących zmiennćj, to granice zbieżności szere- 
gu, jak wiemy wyrażają się, równając stosunek n tych wyrazów 
szeregu, tuż po sobie idących dla n =æ z + 1; aże stosunek 
ten wyraża się jeszcze przez funkcyą graniczną, zatóm oznacza- 
jąc graniczną funkceyi danćj za pomocą rachunku funkcyi grani- 
czńych, i równając ją ze zmienną porządkującą, otrzymamy żą- 
dane granice zbieżności szeregu, wyciągnięte wprost z funkcyi, 
nie znając wcale wyrazów szeregu. 

Takie jest proste rozwiązanie zadania oznaczenia granie 
zbieżności szeregu, i razem rozwinięcia funkcyi. 

Pozostaje tylko zastosować to rozwiązanie do szczególnych po- 
stari szeregów, na które rozwijać się może funkcya. 


4123. Teorya rozwijania funkcyi na szeregi, zawartą jest 
w znanym wzorze Taylora, który przedstawia to rozwinięcie 
funkcyi danćj według przyrostu ilości zmiennćj. 

Dowód twierdzenia zawartego we wzorze Taylora, jest tro- 
jaki: w pierwszym bez zakładania żadnych warunków dochodzi- 
my kolejno jego postaci, dopełniając ją resztą; drugi sposób po- 
dany przez Lagrange'a, w którym dowodzimy naprzód, jaką po- 
winno mićć formę rozwinięcie, i następnie do oznaczenia jego 
spółczynników używamy metody spółczynników nieoznaczonych; 
lecz ton dowód potrzebuje założenia warunku, iż zmienna « zo- 
staje dowolną i nie ma szczególnych wartości; trzeci nakoniec 
podany przez Cauchy jest: oznaczenie naprzód warunków, pod 
jakiemi funkcya daje się rozwinąć na szereg zbieżny, a nastę- 
pnie otrzymanie rozwinięcia przez zastosowanie metody spółczyn- 
ników nieoznaczonych. W dzisiejszćm stanowisku nauk matema- 
tycznych, dowód Cauchego jest najściślejszym. 

Dopełnienie szeregu resztą nic nie znaczy, albowiem gdy 
szereg zbieżny, reszta niepotrzebna; gdy szereg jest rozbie- 
żny, sam nic nie znaczy a reszta również niepotrzebna; 
a gdy nie wiemy czy szereg jest zbieżny czy rozbieżny, re- 
szta dodana nic nas nie uczy, i nie zapewni nas o zbieżno- 
ści szeregu; dopiero gdy ją obliczymy dla danych wartości zmien- 
nój, dowiemy się że szereg jest rozbieżnym lub nie, lecz ona nie 


g 
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daje nam granic, między któremi szereg powinien być zawsze 
zbieżnym. Trzeci dowód Cauchego wypełnia właśnie ten niedo- 
statek ogólnćj teoryi, i naprzód dowodzi, pod jakiemi warunkami 
funkcya może być rozwiniętą na szereg. W teoryi Cauchego roz- 
winięcie na szereg jest niejako rzeczą podrzędną, jest wnioskiem 
pewnych prawd z własności funkcyi wypadających, pozbawione 
przeto swćj ogólności bezwzględnćj. 

A jednakże prawda ta jest niezależna od postaci funkcyi, jest 
ogólną, a tylko granice są zależne od nićj; dla tego téż wielka 
myśl Lagrange'a użycia jćj za podstawę teoryi funkcyi, nie jest 
pozbawiona prawdy, lecz tylko brakuje jćj stałćj podstawy. Do- 
wód Lagrange'a grzeszy tém tylko, iż naprzód zakłada, że 
zmienna æ nie może mićć szczególnych wartości, i tym sposobem 
odrazu ścieśnia ogólność prawa rozwinięcia. 

Takie jest obecnie stanowisko tćj prawdy w nauce. 

134. Zaczniemy więc teoryą rozwijania funkcyi na szereg 
od podania nowéj postaci tego wzoru. 

Niech będzie dana funkcya f(x) zmiennćj «æ, którćj war- 
tość jest jakakolwiek, i oznaczmy przez h przyrost téj zmiennćj 
a; potrzeba rozwinąć nową wartość funkcyi f(« -+ h) na szereg: 
według rosnących potęg przyrostu h. i 

Ponieważ sama zmienna w, jak i nowa wartość © + h po- 
winny zostawać jakiekolwiek; przeto koniecznćóm jest, aby nie 
wprowadzać żadnych warunków, i nie ścieśniać ogólności rozu- 
mowania, wprowadzenie ilości dowolnój, która zostając dowolną, 
powinna być zależną od własności funkcyi; niech więc będzie no- 
wa dowolna wartość zmiennćj x, którą oznaczymy przez æ + a 
gdzie a jest to przyrost skończony tćj ilości, zresztą jakikolwiek, 
tak że gdy « będzie miało szczególną jaką wartość, z + a 
zostaje zawsze zupełnie dowolne; gdy % będzie miało szcze- 
gólną wartość, h -— a będzie miało znowu wartość zupełnie do- 
wolną. 

Tak więc wprowadzając ilość dowolną a, funkcya f(x + h) 
daje się rozwinąć na szereg według potęg rosnących z ilości do- 


http://rcin.org.pl 


156 CZĘŚĆ ill. 


wolnój h — a i mających spółczynniki zależne od dowolnćj ilości 
æ+a postaci: (*) 

f (z--h) = A+B (h—a) + C (h—a)? + D (h—a)* +... (a) 
gdzie ilość h — a według którćj rozwija się funkcya na szereg, 
możemy nazwać ilością porządkującą a (z Ha) wartością początko- 
wą zmiennej, ¿ $ 

Stosując do téj postaci znany dowód Lagrange'a łatwo do- 
wiedziemy bez żadnych ścieśnień, że forma tego szeregu nie mo- 
że zawierać ani potęg odjemnych ani ułamkowych i koniecznie 
musi być powyższćj postaci. 

Załóżmy naprzód, że h = a wszystkie wyrazy nikną i będzie: 

A=f(2 + a) 

pierwszy więc wyraz jest samą funkcyą, gdy w nićj położymy a 
za h. Dalćj szereg ten nie może mićć potęg ułamkowych, al- 
bowiem każda potęga ułamkowa ma tyle wartości różnych, ile je- 
dności w jéj mianowniku; a że pierwszy wyraz rozwinięcia jest 
taż sama funkcya, gdy za h położymy a ilość dowolną; przeto ten 
wyraz musi zachować te wszystkie różne wartości, a kombinując 
je z wartościami różnemi wyrazu mającego potęgę ułamkową, 
szereg dawałby wartości różnych daleko więcćj niż posiada sama 
funkcya, co być nie może; a zatćm nie może być potęg ułamko- 
wych. 

Nie może być potęg odjemnych, albowiem czyniąc h=a nie- 
które wyrazy stawałyby się nieskończonemi, i szereg miałby 
wartości nieskończone, gdy pierwsza strona przez położenie 
h = a zostaje dowolną zupełnie. Zatém nie mogąc zawierać 
potęg ani ułamkowych ani odjemnych, musi mićć tylko postać (a). 

Ponieważ tylko ta forma szeregu jest konieczną, zatém dla 
znalezienia spółczynników rozwinięcia, różniczkując kolejno co do 
h otrzymamy: 


(*) Patrz. Lagrange: „Leçons sur le calcul des fonction. Paris, 
1806.“ Leçon seconde, page 8, i następne. 
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ae. W —B+2C(h-a) + 3D(h-a)? +. 
a DEE T E A LS r GA 


d: f (z T g ; 
dl" DiE 
a ponieważ a zostaje dowolne, zatém zakładając h= a, wszy- 
stkie wyrazy nikną, prócz pierwszych, które pozostają zależne od ilo- 
ści dowolnéj a, i otrzymamy: 
A=f(2 + a) 
It (rh) 
=( 
3 | dh |. 
(ee: 1 |(d?f(c--h) 
Apg i diè |, 


PLD PC 
"998 dh" 
A że mamy: 
Id f(r+-h)j) _ [def (r) $ 
dh” | =| dar ) = f* eho) 
a xpa 
przeto jeszcze: 
Sa, $i (£+ a) 
ni 
a podstawiając te wartości, otrzymamy wzór: 


zau, a 


(044) =f eta) + "7% etat "> e at: 


l a)" 


+ f"'(c--a) + . (1) 


Taka jest postać 22 funkcyi na szereg, który na- 
zwiemy głównym; pozostaje jeszcze oznaczyć stałą dowolną a 
wprowadzoną jako początkowy przyrost zmiennćj. 
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435. Ponieważ szereg może być zbieżny i rozbieżny, 
_przeto dowód powyższy potrzeba jeszcze uzupełnić, dodając gra- 
nice, między któremi szereg będzie zbieżnym. 

Ponieważ szereg (1) ma być zbieżnym, przeto stosunek a 
tych wyrazów musi koniecznie w granicy gdy n = » być równy 
jedności, gdy szereg ma znaki jednakowe; — 1, gdy znaki naprze- 
mian, jak to dowiedliśmy w części 1 $ 24; zatém aby powyższy 
szereg był zbieżnym, musi być: 

n f"-! (+a) 
| (ha) R ta ERREUR 
> w 

czyli wyłączając h — a będzie: 

h=a=+ | h 8 (grid) | 

| i” (©+-a) z a 

to jest h — a musi być mniejsze od tych granic, czyli zawarte 
między temi granicami w przechodzie przez zero. 

A że druga strona jest ściśle graniczną danćj funkcyi 
dla wartości © + a, którą umiemy zawsze znaleźć za pomocą 
rachunku funkcyi granicznych, przeto otrzymamy jeszcze: 

h= at Gf (2) (2)z44 (2) 
i to są granice dla h między któremi szereg nasz zostaje zbie- 
żnym, a że ilość a jest dowolną, przeto możemy zawsze brać ta- 
ką, aby dopełniała warunku (2). Równanie warunkowe (2) na- 
zywać będziemy równaniem zbieżności szeregu, i widzimy że roz- 
wijanie funkcyi na szereg składa się z dwóch części, 4 szeregu 
samego i równania zbieżności, które razem wzięte sktądają pra- 
wo rozwinięcia funkcyi na szereg w najogólniejszóm znaczeniu, ` 
a które daje się tak wysłowić: 

Każdą funkcyą można rozwinąć na szereg, uszykowany we- 
dług potęg rosnących przyrostu zmiennej, według dowolnćj począt- 
kowćj wartości tego przyrostu w postaci (1) i między granicami te- 
go przyrostu, oznaczonemi summą i różnicą początkowćj dowolnej 
wartości tego przyrostu i junkcyi granieznćj danéj funkeyi dla po- 
czątkowćj wartości zmiennój, i objętemi równaniem zbieżności (2). 

Tak dopełniony wzór (1) nie przestaje być zupełnie ogól- 
nym, albowiem wzór (1) daje prawo rozwinięcia, a równanie (2) 
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daje wartość ilości dowolnój a, warunek więc (2) uzupełnia do- 
wodzenie, znosząc dowolność ilości a. 

Gdy h i æ dowolne, równanie (2) daje związek między temi 
ilosciami, lecz gdy w i h dane z równania (2), otrzymamy wartości 
dla a szczególne, zadość czyniące warunkom zbieżności szeregów. 

186. Równanie powyższe (2) daje dwie wartości dla h, 
oznacziijąc je przez h, i h», będzie: 

l, = a + GÍ (2) (T)ra 
ly = a — G f (£) (Z)z+a 


biorąc tóżnicę tych ilości, otrzymamy: 


lis — lu =A0M (x) C ri E 


Ponieważ rozciągłość, w jakićj funkcya daje się rozwinąć na 
szereg zbieżny, mierzy się różnicą wartości h, i hy, tak że od h, 
do A, szeregi są zbieżne, oznaczając więc tę różnicę przez g, bę- 
dzie: 

g=2Gf(0) ae B) 
to wyrażenie będziemy nazywali rozciągiem zbieżności szeregu 
lub rozwinięcia funkcyi na szereg i powiemy że: 

Rozciąg rozwinięcia funkcyt, jest równy podwojonćj funkcyt 
granicznućj wziętćj co do zmiennćj dla wartości początkowćj rozwi- 
meca. 


123. W rachunku funkcyi granicznych widzieliśmy, że 
finkcya dańa może mićć kilka granicznych, stosownie do posta- 
ci funkcyi w skład danćj funkcyi wchodzących. Każda z tych 
granieznych da osobne granice rozwinięcia, a granicami funkcyi 
danćj będą te z nich, które dają rozciąg najmniejszy objętych 
granicami innych funkcyi. Albowiem biorąć wartości większe 
od tych najmniejszych granic, jedna przynajmnićj z funkcyi 
w skład danćj funkcyi wchodzących da szereg rozbieżny, prze- 
to szereg już nie może wyrażać funkcyi. 

Z tego twierdzenia wypada, że graniczne dające granice 
nieskończone, przy innych dających granice skończone, muszą 
być odrzucone. 
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1 tak, niech będzie funkcya: 
1 
ac+-b)* 
SPE "Al 
(cz--d)(ma--n) 
ta funkcya ma za graniczne $ 97. 
axc-+-b 
a 
ced 


c 


Gy (7) =— 


Gy (x) = — 


> EIS x+n 
E m 

Ztąd rozwijając y na szereg według wzoru (9) dla począ- 
tkowćj wartości z = 0, potrzeba wybrać między wartościami 


dla z: 


b 
a =+— 
a 
d 
T = +" 
c 
n 
tT Eie 


m 
najmniejsze za granice, albowiem one będą objęte wszystkie- 
mi innemi. 

428. W rachunku funkcyi granicznych ($ 119) dowiedli- 
śmy, że graniczna funkcyi wyraża się przez stosunek pewnćj 
funkcyi, w skład danćj funkcyi wchodzącćj, do swćj pochodnćj 
pierwszćj, lub tóż jest nieskończoną. Gdy graniczna jest nie- 
skończoną, granice są + w, a zatóm szereg w całćj rozciągło- 
ści jest zbieżnym. W drugim przypadku, oznaczając w ogóle 
przez g (z) tę z funkcyi, która daje najmniejsze granice, ró- 
wnanie granic można napisać: 

ZEE Peha 
g' (wra) 

Równanie to obejmuje następujące twierdzenie: 

Granice rozwinięcia funkcyt na szereg, wyrażają się w ogó- 
le przez summę lub różnicę początkowej wartości przyrostu 
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't stosunku jedućj z funkcyi w skład danćj funkcyi wchodzącćj, 
która daje rozciąg zbieżności najmniejszy, objęty rozciągiem in- 
nych funkeyi, do jéj pochodnćj dla wartości początkowćj zmien- 
nój, lub w szczególnym przypadku mogą być obie nieskończenie 
wielkie, gdy graniczna ma wartość nieskończoną. 
- Z tego twierdzenia wypada następujący wniosek: 
Rozwinięcie funkcyi na szereg, w ogóle zależy tylko od 
stosunku pewnćj funkcyi do jćj pochodnćj, a wcale nie zależy 
od dalszych pochodnych. Ważne to prawo czyni rozwijanie 
funkcyi zależnóm tylko od stosunku funkcyi do jéj pochodnćj. 


429. Jakiekolwiek będą miały wartości æ i h, a jeszcze 
może być dowolne, lecz musi być zawarte w granicach- obję- 
tych równaniem (3). Aże a jest dowolnćm, więc zmieniając 
a w tych granicach, otrzymamy różne rozwinięcia; można więc 
a brać takie, aby rozciąg rozwinięcia był maximum, eo otrzy- 
mamy równając. jego pochodną do zera, to jest będzie: 


d G f (x) (z)rpa 


T da mif 
czyli: ; GE 
(dG fæ) w) asa 
| Rada fagi 


Aże z rachunku funkcyi granicznych wiemy, że grani- 
czna albo jest nieskończona, albo jest stosunkiem pewnéj fun- 
kcyi w skład funkcyi danćj wchodzącćj do swćj pochodnćj, 
zatóm: 

1. Gdy graniczna jest nieskończona, rozciąg jest nie- 
skończony i szereg jest zbieżny w całćj rozciągłości od +- © 

2. Gdy graniczna jest stosunkiem pewnćj funkcyi do jéj 
pochodnćj, oznaczając ją przez p (©) będzie: 


G f (x) (w) I 

` i AJ a p 

a biorąc pochodną co do z i kładąc za s, © -- a otrzymamy: 
p? — p p == 0 52.6 
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czyli: 


ztąd w tym razie granice maximum będą: 


neas 
P Japa 


g=2 lr 
p za 


Tak więc ilość dowolna a wprowadzona do wzoru rozwi- 
nięcia, rozwiązuje zarazem zadanie dotąd niepodobne do roz- 
wiązania w rachunku, powiększenia granie zbieżności szeregu. 

Ilość a jeszcze rozwiązuje drugie zadanie powiększenia 
samćj zbieżności szeregów, albowiem a zostając dowolnćm 
w granicach rozwijalności, możemy jćj nadać taką wartość, aby 
szereg był najzbieżniejszym; ta wartość jest dla tego szeregu 
a = h, lecz wtedy szereg zamienia się na tożsamość, zatóm 
możemy brać a tak blizkie h, o ile chcemy. 

130. Jeżeli ilości z, h i a dopełniają warunków zawar- 
tych w równaniu zbieżności i gdy a jest stałe, jedna ze zmien- 
nych zih lub obie razem, mogą zmieniać się w granicach 
wyrażonych przez toż równanie, i szereg będzie zawsze zbie- 
żnym; lecz może być pytanie, czy szereg jest onas dla 
tych wartości granicznych? 

Otóż w tych przypadkach czyli dla tych dioa które 
niekiedy nazywamy krytycznemi, z, hia mają szczególne war- 
tości, a szeregi zamieniają się na szczególne, któremi zajmo- 
waliśmy się w Części pierwszćj. Aże te wartości dopełniają 
jeszcze równania zbieżności, przeto stosunek wyrazów, dąży do 
granicy równćj jedności, gdy n dąży do nieskończoności, a w tych 
przypadkach teorya zbieżności szeregów wyłożona w Części pier- 
wszćj rozwiązuje zupełnie zadanie, i nie zostawia nie wątpliwego. 

Zatém w każdym razie, teorya nasza podaje łatwe sposo- 
by poznania zbieżności szeregów nawet w granicy. 

484. Weźmy pod'uwagę wzór główny (1) mający gra- 
nice i rozciąg: 


a rozciąg: 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ I. 163 


h =a + G f(T) (T)zya 


w pierwszém wyrażeniu uważając œ za stałe, a h iaza zmien- 
ne, a w drugićm gia za zmienne, widzimy że to są: równania 
rozwiązalne co do hig, a nierozwiązalne co do a; dopóki a 
dowolne, wyrażają pewne linie krzywe paraboliczne lub bhy- 
perboliczne, mające a za odcięte, a h lub g za rzędne, krzy- 
we te są zupełnie podobne, albowiem mamy: 
h =a + - z. sczydi -h +38 
Jeżeli więc 0x i Oy będą dwie osie współrzędne (fig. 1) 
i na Oz liczymy a, zacząwszy od OA=z,a na Oy h; to pro- 
wadząc przez punkt A linią równoległą od linii, dzielącćj kąt 
między osiami na dwie równe części, linią ta będzie mićć za 
równanie: 


= â 


ka 


a biorąc na rzędnych odpowiednich odciętym części MN = MN' 
= Gi(r) (v)z+a punkta Ni N' będą należeć do krzywych dają- 
cych granice 4, albowiem będzie: 

PN=a+ G £ (z) (T)ręa = h 

P N' =z 8 == G f (æ) (T)t+a 2h 


tak że gdy jedna wartość 4 daje linią krzywą NQR, druga linią 
krzywą N'QR' i obie będą takie że linia prosta M M’ będzie śre- 
dnicą dla obu, t. j. dzielić będzie cięciwy równolegle od osiy na 
dwie równe części. 

Rozciąg zaś g będzie wtedy przedstawiony przez cięciwy za- 
warte między temi krzywemi, i równolegle od osi rzędnych, albo- 
wiem NN: PN —PN —=2Gf(o)(v)xja = g. 

Krzywe te można nazwać granicznemi. Punkta krzywych 
granicznych, dla których g = 0, schodzą się w jednym punkcie 
na linii M M' jako na ich średnicy. Odciętćj tego punktu odpo- 
wiada punkt na linii krzywój danćj, który biorąc za początek 
rozwinięcia, rozwinięcie to nie służy, i zawsze daje szeregi roz- 
bieżne, i to dla jakićjkolwiek wartości ilości 4. 
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Gdy rozciąg ma wartość NN! odpowiadającą odciętćj AP =e, 
przenosząc NN’ na oś odciętych, tak aby punkt M padł na P, 
końce linii N N’ odetną na osi æ dwa punkta p, p' przez którę 
prowadząc równolegle od osi y, linie te obejmą część krzywćj da- 
nój, która dla początkowćj wartości OP da się rozwinąć na sze- 
reg zbieżny. 

Gdy ta początkowa wartość zmienia sie, zmieniają się i war- 
tości granic, i coraz inne części krzywćj, objęte zostaną grani- 
cami zbieżności. Zatóm dla każdćj początkowćj wartości przy- 
rostu zmiennój są dwie granice odpowiednie: jedna zawsze doda- 
tna, druga odjemna, i obejmujące części krzywćj objęte szere- 
giem zbieżnym. A zmieniając tę początkową wartość, szereg 
zbieżny będzie przedstawiał coraz inne części krzywćj, tak że 
cała krzywa jest objęta szeregiem (1). 


132. Nazywając h — a = k, a początkową wartość ro- 
zwinięcia æ + a = $, do rozwinięcia będzie funkcya f($ +-k), gra- 
nice jéj będą: 

; k=+ GfQ) (3) 
a róozciąg: 
g=+ 2 GI(Ż() 

Zatém każde rozwinięcie zależy od postaci i. szczególnych 
wartości funkcyi granicznćj f (5) czyli f (æ). 

Gdy więc ilości k, $ i g będziemy uważać za zmienne i do- 
wolnie zmieniać, rozwinięcie które przedstawi się pod postacia: 


ą ? yr są 
1(6+9=16. FN EA 


będzie doświadczać zmian w granicach rozwijalności. 


Z równania dającego granice wypada, że szereg zostaje z4- 
wsze zbieżnym, gdy k przybiera wartości zawarte między gra- 
nicami wyznaczonemi przez to równanie; a.że te granice są so- 
bie równe, i ze znakami przeciwnemi, więc ilość k ma za środko- 
wą wartość zero, itak tóż być powinno, albowiem szereg bez 
względu na wartość $ dla k = 0 sprowadza się do wyrazu ` pier- 
wszego, i nabywa wartości gdy k rośnie dodatnie lub odjemnie. 
Zbieżność więc zależy tylko od postaci tunkcyi granicznćj. Gdy 
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więc funkcya graniczna dla wartości szczególnych 3, staje się ze- 
rö, to i rozciąg jest zero, więc: 


GarO, =0 
S0 


granice stają się zero i zbiegają się obie do wartości k= 0, dla 
którćj jak wiemy szereg znika i przestaje być zbieżnym, jakąby- 
kolwiek wartość miało k dla tych szczególnych wartości čo, na- 
stępuje więc przerwanie zbieżności szeregu, krzywe graniczne 
schodzą się w jeden punkt, i na krzywćj danćj wskazują szcze- 
gólne punkta. 

Gdy $ począwszy od tćj szczególnćj wartości & zmienia się 


s 


dodatnie lub odjemnie, funkcya graniczna i rozciąg nabywają 
skończonych wartości, i jedna z granic będzie dodatna, druga od- 
jemna, tak że wartości zmiennćj niezależnćj k między któremi fun- 
keya będzie. rozwijalną na szereg, będą $ + ki $— ki wartość 
ë— k gdy $ rośnie musi być większa ód téj wrtości E čo, albo 
ë+ k gdy $ ubywa musi być mniejsza od &; albowiem gdyby to 
nie miało miejsca, i te szczególne wartości przeszły wartość čo 
wtedy od wartości $,do 5 — k lub $--k szeregi byłyby zbieżne, co 
być nie może, bo dla Šo szereg już znika i dalćj jak wiemy jest za- 
wsze rozbieżnym. 

Granice więc zbieżności odpowiadające danym wartościom 
ilości k nie mogą przechodzić wartości dla $ która czyniteż gra- 
nice zero. Krzywe graniczne rozchodzą się symetrycznie, i sze- 
reg będzie zbieżnym, dla pewnćj części linii krzywćj danćj, za- 
wartćj między dwoma rzędnemi odpowiedniemi odciętym dającym 
te granice, a gdy odcięta początkowa zmienia się, te granice 
zmieniają się, i coraz inne części krzywćj obejmują, zawsze nie 
przekraczając punktu, którego odcięta $, czyni rozciąg zero. Gdy 
ë rośnie, może rozciąg rość do nieskończoności, lub tóż dojść do 
maximum, i znowu abywać do następnćj wartości, która znowu 
czyni rozciąg zero. 

Gdy rozciąg rośnie z $ do nieskończoności, granica jedna nie 
może przejść wartości ogólaćj:$ čo gdyż szereg przestaje być: zbie- 
żnym; druga rośnie wraz z $ i musi się stawać także nieskończo- 
ną. Wartość ta $ daje dla funkcyi pewną wartość, do którćj do- 

http://rcin.org.pl 


166 i CZĘŚĆ I 


sięga granica druga, i któréj znowu nie może przejść, gdyż sze- 
reg staje się rozbieżnym. Między temi wartościami, część fun- 
kcyi daje się rozwinąć na szereg zbieżny. 

Gdy rozciąg z Ź rośnie dochodzi maximum, i zmniejsza 
się następnie, zawsze granica jedna nie może przejść war- 
tości ż,, dla którćj rozciag znika, druga granica zbliża się do 
następnćj wartości szczególnćj $ która czyni tenże rozciąg zno- 
wu zero, i nie może jéj przejść dla tćjże samćj przyczyny, tak 
że dla każdćj wartości początkowćj $ mamy dwie granice dla k, 
które nie mogą przejść pewnych granic głównych, które dają 
k=0lub k = æ irozciąg zero lub nieskończony. Granice te 
których granice odpowiednie danćj początkowój wartości zmien- 
nćj przejść nie mogą, nazwiemy granicami rozwtjalności funkcyi, 
lub tóż granicami rozwijalności; nazywając tamte granicami ro- 
awinięcia funkcyi lub zbieżności szeregu. 

Granice więc rozwijalności są to szczególne wartości granic, 
między któremi funkcya daje się rozwinąć zawsze na szereg zbie- 
żny, biorąc dla ilości porządkującćj wartości zawarte między 
granicami zbieżności szeregu. 

Zatóm dla danćj wartości początkowój otrzymujemy dwie 

` granice dla ilości porządkującćj, których ta ilość przejść nie mo- 
że; zmieniając wartość początkową zmiennćj, granice dla ilości 
porządkującćj zmieniać się będą między granicami rozwijalności 
funkcyi. 

Granice rozwijalności otrzymamy, czyniąc rozciąg równy 
zero lub nieskończoności, to jest: 

G f (3) (3) = 0 

GIO (= « 
te dwa równania zawierają wszystkie granice rozwijalności, i ra- 
zem dają wszystkie wartości szczególne dla początkowćj wartości 
zmiennćj. Wartości więc te sprawiają przerwanie rozwijalności 
funkcyi. gdyż za temi granicami funkcya nie daje się rozwinąć 
przez dany szereg, i dla danćj początkowćj wartości zmiennćj, 

188. Ponieważ rachunek funkcyi granicznych uczy nas 
że graniczna danćj funkcyi wyraża się w ogóle albo przez nie- 
skończoność albo przez: 
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T 
afe) e= LO 
g'e) 
gdzie œ (x) jest jedną z funkcyi w skład danćj funkcyi wchodzą- 
cą, przeto wartości dla æ sprawiające przerwanie rozwijalności, 
otrzymamy z dwóch systematów równań, jednego dającego roz- 
ciąg zero: j 
9 (x)=0 1 H" (z)=w 
drugiego dającego rozciąg nieskończony: 
Q (z) = 0 i g' (c) =0 
Biorąc pod uwagę pierwsze równanie i rozwiązując, otrzy- 
mamy dla x wartości, które mogą dać dla ' (x) rozmaite warto- 
ści. Gdy 9" (x) dla tćj wartości œ będzie skończone, wtedy roz- 
ciąg będzie zero, i wartość ta daje przerwanie rozwijalności. 
Gdy g“ (z) będzie nieskończone, wtedy rozciąg jest zero, i war- 
tość æ daje znowu przerwanie rozwijalności. Gdy nakoniec 
9! (x) =0 wtedy rozciąg będzie nieoznaczony a biorąc pochodne 
obu wyrazów osobno, rozciąg przedstawi się pod postacią: 
g (x) 
(i (£) 


£ 


e 


o: 


i gdy g" (æ) nie jest zero, wtedy rozciąg jest zero, i wartośći te 
dla æ dają jeszcze przerwanie rozwijalności. Lecz gdy œ" (x) =0 
znowu rozciąg nieoznaczony, i trzeba przejść do następnych po- 
chodnych, i tak dalćj. 

W ogóle więc wszystkie wartości otrzymane z wyrażenia 
q (x) = 0 dają przerwanie rozwijalności funkcyi bez względu ja- 
kakolwiek będzie wartość pochodnych. 

Drugi warunek g (x) = w daje zawsze przerwanie rozwi- 
jalności funkcyi jakiekolwiek będzie g'(x) nawet gdy 9'(x) = ©, 
albowiem wtedy rozciąg mióć będzie postać nieoznaczoną, a biorąc 
pochodne obu wyrazów będzie: 


i podobnie jak wyżćj rozciąg będzie zawsze nieskończonym, aby 
tylko wszystkie pochodne nie stawały się nieskończone. 
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Nakoniec -gdy p (x) ma wartość skończoną dla wartości 
szczególnych v a funkcya pochodna g' (c) =», rozciąg jest ze- 
ro i następuje przerwanie rozwijalności. Gdy zaś pochodna 4' (w) 
= 0 rozciąg jest nieskończony, i jeszcze następuje przerwanie 
rozwijalności. ; 

Przeto: przerwanie rozwijalności następuje wtedy, gdy fun- 
kcya lub jéj pochodna, które wyznaczają granice rozwijalności 
Junkcyt danej, stają się zero lub nieskończone, 

434. Funkcya f (x) doświadcza przerwania ciągłości, gdy 
dla szczególnych wartości z staje się nieskończoną lub urojoną. 

Gdy funkcya f(x) dla! nieskończonćj wartości «x staje się 
nieskończoną, jakiekolwiek będą wartości pochodnych zawsze 
dla tćj wartości z funkcya doświadcza przerwania ciągłości, a że 
gaaniczna tćj funkcyi G f (z) (x) staje się także nieskończoną, 
więc przerwanie ciągłości sprowadza przerwanie rozwijalności. 

Gdy funkcya dla skończonćj wartości œ staje się nieskoń- 
czoną, musi mićć postać: 

w (2) 
p (z) 
gdzie dla tćj wartości, w (x) musi być skończone, a œ (x) = 0; 
pochodna tego wyrażenia: 
P (a) = mz 

p 
również staje się nieskończoną. 

Graniczne tego wyrażenia są: 


Y 


LAETA 
G f (2) (2) | A Aa 


pæ) 
z których pierwsza ma wartość skończoną, gdyż W% (x) jest skoń- 
czone, druga daje przerwanie rozwijalności, więc warunek Q (.) 
= 0 sprowadza w funkcyi danćj przerwanie ciągłości i zarazem 
przerwanie rozwijalności. 
Gdy funkcya dla skończonćj wartości æ przechodzi z rzeczy- 
wistój wartości na urojoną, musi mićć postać: - 
1 
n A 3n 
f @)= yo 
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gdzie y jest skończoną, œ staje się zero dla tćj warto- 
ŚCI m. 4 
Pochodna tego wyrażenia jest: 
"WO PAC 
y (EH! r „„2n 
EAD) E P Ai 6) Pe" p 


pm 


która dla p = O staje się nieskończoną. 
Biorąc graniczne, będzie: 


= Gy (2) (r) 
M MA) 
p (2) 


które dla p = 0 mają: pierwsza wartość skończoną, druga jest 
zero, więc warunek p = 0 sprowadza razem przerwanie ciągło- 
ści i rozwijalności funkcyi. 


Zatém warunki p= 0i p= =, wyrażając przerwanie rozwi- 
jalności funkcyi, są razem warunkami przerwania jéj ciągłości; 
podobnie waruki p‘ = 0ig' = dają także przerwanie rozwi- 
jalności i ciągłości funkcyi. 

Ztąd wypada następujące twierdzenie: 

Rozwijalność funkcyć na szeregi, zależy ściśle od ciągłości 
Junkcyi, i jéj pierwszćj pochodnćj, a nie zależy zupełnie od poing: 
dnych nastepnych. 


185. Prawo wyżćj dowiedzione sprowadza rozwijalność 
funkcyi, do ciągłości samćj funkcyi i jój pochodnćj, i pozwala 
prawo rozwijalności funkcyi jeszcze tak wyrazić: 


Funkcya zmiennćj æ da się rozwinąć na szereg zbieżny uszy- 
kowany według poteg rosnących tości porządkującćj, dopóki ta 
ilość nie przechodzi wartości zawartych między granicami, dla 
których jedna z funkcyi w skład funkcyi danćj wchodząca, a da- 
jaca granice najmniejsze objęte granicami innych, i jéj pierwsza 
pochodna, przestają być ciągłe i skończone. 


22 
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Twierdzenie to jest podobném do sławnego twierdzenia Cau- 
chego, którego dowiódł inną drogą, używając ilości urojonych, 
a które tak daje się wysłowić: (*) 

Funkcya jakakolwiek rzeczywista lub urojona zmiennćj 
rzeczywistćj lub urojonćj x, da się rozwinąć na szereg zbieżny, 
uszykowany według potęg rosnących z æ, dopóki moduł z « za- 
chowa wartość niższą od najmniejszego z modułów, dla których fun- 
kcya lub jéj pochodna pierwsza przestają być skończone i ciągłe. 

Oznaczenie najmniejszego modułu, które jest w ogóle tru- 
dne do znalezienia, i zależne od ilości urojonych, zamienia się 
w naszćj teoryi na szukanie funkcyi granicznych przez rachunek 
tych funkcyi i jest zawsze działaniem na ilościach rzeczywi- 
stych, w tóm to teorya nasza ma widoczną wyższość nad teoryą 
Cauchego, i sprowadza, że tak powiedzieć można poszukiwania 
tego rodzaju na właściwą drogę. 

436. Gdy daną funkcyą y = f (£) mamy rozwinąć na sze- 
reg zbieżny dla wartości urojonych », to kładąc: 


x = r (dos £ + i wst £) 
wiemy z$ 105, że graniczne równają się: 
G y (z) = dos t Gf (r) (r) 
Gy (z) = wstź G £ (r) (r) 


zatóm granice dla r między któremi szereg będzie zbieżny, dla 
początkowćj wartości r = a będą: 
r=ax+ wst £Gf (r) (r)a 
a rozciąg 
g = 2 wst £G f (r) (r)a 
gdy zaś « jest rzeczywiste i równe r, byłoby jak wiemy: 
r =a +G f(r) (a 
a rozciąg: 
g = 2 G f (r) (r)a 


(*) Patrz: L'abbć Moigno „Leçons de calcul differentiel et integral 
Paris 1840.* Lekcya 17, $ 85. 


http://rcin.org.pl 


ROZDYTAŁ A 171 


Zatóm gdy zmienna æ jest rzeczywista, granice zbieżności 
funkcyi są widocznie obszerniejsze, jak gdy x urojone, i roz- 
ciąg zbieżności większy; a ztąd wniesiemy, że oznaczenie gra- 
nie rozwinięcia funkcyi rzeczywistych, za pomocą ilości urojo- 
nych jest nieścisłćm, jako dające niewłaściwe granice, i teorya 
Cauchego jako oparta na ilościach urojonych, prowadzić musi 
do wypadków zamałych lub zawielkich, tam gdzie się oznacza 
granice rozwinięcia funkcyi rzeczywistych, za pomocą ilości uro- 
jonych, jak to niżćj ($ 170, 204) na przykładach zobaczymy. (*) 


(*) Patrz: L'abbć Moigno „Leçons de calcul differentiel et integral. 
Paris 184)“. Nota druga. 
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SZCZEGÓLNE POSTACIE WZORU OGÓLNEGO ROZWIJANIA 

FUNKCYI NA SZEREGI ZBIEŻNE. — SZEREGI TAYLORA, 

MACLAURINA, ABELA I BERNOULLEGO, ORAZ STIRLINGA 
I BOOLEGO. 


433. We wzorze ogólnym (1), równanie zbieżności zawie- 
ra w sobie trzy ilości z, hi a; lecztak, że one czyniąc h — a= k 
i © +a =ë, dają się sprowadzić do trzech równań następnych. 
h—aszk : 
c-|-a=€ (a) 
~ ksz +Gf($) (2) 
gdzie widzimy, że dopóki ki č zostają dowolne, związek ostatni 
nie traci ogólności, ażeby zaś kič zostały dowolne, związek 
między ilościami æ, % i a nowy, nie może być dany w formach: 
f(k—a=0 , ' f(c+adj=0 ) (0) 


h—a=f(z+a) , k(aj =0 j 
a gdy h i x mają wartości oznaczone, nie może być między niemi 
a ilością a żadnego związku, albowiem związek ten dawałby ozna- 
czoną wartość dla a, aztąd k i $ miałyby oznaczone wartości przez 
dwa pierwsze równania, które w ogóle nie dopełniałyby równa- 
nia trzeciego, i szereg przestałby być zbieżnym. 

Ztąd widzimy, że dwa są rodzaje związków, jakie możemy 
wprowadzić do wzorów (1i 2), jedne nie psujące ogólności szere- 
gów, drugie zatracające tę ogólność, zawarte w następujących 
dwóch twierdzeniach: 
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1. We wzorze głównym (1) można między ilościami æ, h i a, 
założyć jakikolwiek związek, byleby nie formy (b); a wzór nowy 
'ztąd otrzymany nie straci ogólności wzoru (1). 

2. W każdym innym razie, wzór nowy traci ogólność, i mo- 
że się zdarzyć, że przestaje być zbieżnym, gdy dla wartości da- 
nych równanie zbieżności nie ma miejsca. 

Według tych zasad postępując, podamy naprzód wzory, 
które nie tracą swćj ogólności. 


41:38. Najprostsze z takich warunków są: 
c=0, h=0 lub h=a 


Jakoż czyniąc w (1) z = 0 i h zamieniając na «, otrzymamy 
nową ogólną postać: 
c—a p, c—a) 
f (z) =lf (a) + - 1 t (a) eR TA S A 
r—a) , = (4) 
pE "© (0) +... 
c=a+ G ÍË (2) (r), 

Wzór dający rozwinięcie samćj funkcyi zmiennćj, i równie 
ogólny zawierający następujące twierdzenie: 

Każda funkcya daje się rozwinąć na szereg, wedlug dowol- 
nćj początkowćj wartości zmiennćj, uszykowany według potęg ro- 
snących różnicy zmiennćj od jéj początkowćj wartości, między gra- 
nicami tćj zmiennćj, objętemi równaniem zbieżności. 

Biorąc więc wartości dla æ i a zawarte w granicach wyzna- 
czonych równaniem zbieżności (4), otrzymamy szereg zawsze 
zbieżny, a rozciąg zbieżności wyrazi się przez: 

g—2 GI E) (2); 


biorąc dla a wartości dające maximum rozciągu, otrzymamy 
granice rozwijalności funkcyi, w jakich ta funkcya daje się ro- 
zwinąć dla danćj wartości æ. 


439. Jeżeli założymy A =0,a a zamienimy na — a, 
otrzymamy rozwinięcie funkcyi f (x) według dowolnćj ilości a dla 
początkowćj wartości (z — a) postaci: 
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i a a? 
f (x) = f (z—a) EAA (c — a) + əl f“ (@—a) +... 


n (5 
„+7 f @—a +.. ) 


a = + G f (£) (0)z—a | 


Wyrażenie godne uwagi, dające rozwinięcie funkeyi z, we- 
dług potęg rosnących dowolnćj ilości dla początkowćj znanćj 
wartości (z — a), byle a sprawdzało równanie zbieżności, 


440. Nakoniec, gdy położymy h = z, otrzymamy: 


POD) C= - 1(0+0)+77 9. f (c+a) +... | 


Ż r (6) 
BIE 6 (z s, 


Fea 


n! 
x = d + G f (x) (£)r+a 

Wyrażenie podobne do (5), dające rozwinięcie funkcyi f (2x) 
dla początkowćj wartości dowolnćj z + a, i według potęg doda- 
tnych ilości æ — a. 

Przeglądając te wzory uważamy, że pomiędzy nimi nie ma 
dotąd znanych, a ztąd wypada ten wniosek, że wzory znane mu- 
szą należćć do szeregów powstających z uszczególnień drugiego 
rodzaju, to jest które niszczą ogólność szeregu (1). 

444. Przejdziemy teraz do drugiego rodzaju warunków, 
które niszczą ogólność wzorów. 

Najprzód załóżmy a = O otrzymamy z (1): 


CEOE ATOT TOES | 


i», ko 
E =, fr (1)... | 
W Giiz) (2) 


Wzór ten przestaje widocznie służyć, gdy wartości zi h są 
szczególne i nie dopełniają równania zbieżności, albowiem roz- 
ciąg zbieżności jest: 
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g = 2 G f(2) (a) 


i zależy od ilości z, zatóm może się zdarzyć, że wartości 2 czy- 
nią tę funkcyą zero, i szereg przestaje być zbieżnym; jest więc 
szczególnym przypadkiem (1). Zatćm w ogóle a nie może być 
zero, jak tylko w szczególnych przypadkach, w których hi æ są 
dowolne, i zawarte w granicach oznaczonych równaniem zbie- 
żności; lub gdy są oznaczone, lecz dopełniają warunku tém ró- 
wnaniem objętego, wtedy funkcya da się na ten szereg roz- 
winąć. 

Szereg ten jak widzimy jest szeregiem Taylora, lecz z tą ró- 
żnicą, że resztę szeregu zastępuje tu równanie zbieżności. Sze- 
reg więc Taylora, jest szczególnym przypadkiem naszego wzoru. 


142. Powyższe wzory otrzymane zostały zakładając je- 
den tylko warunek, teraz wprowadzimy we wzór (1) dwa wa- 
runki: z = 0 i a= 0 lub tóż we wzór (4) sam warunek a = 0 
otrzymamy: 


HAJ=HO) Pr P (0) + s f (0) +... + z E 
1=+*G f (x) (©)o 


(8) 


Pierwsza część tego wzoru jest szeregiem Maclaurina, w któ- 
rym resztę zastępuje tu równanie dające granice szeregu. Wzór 
ten więc w tćj postaci nie wpada w błąd, albowiem równanie 
granic pokaże nam niemożność założenia a = 0. Jego roz- 
ciąg jest: 

g = 2 G f (2) (w) 
i gdy æ = O czyni ten rozciąg czyli graniczną zero, grą- 
nice są zero i szereg nie służy; trzeba więc wrócić do sze- 
regu (4). p ‘ 

143. Nakoniec czyniąc « = O i h — 0 otrzymamy z (1). 


f (0 =f (a) — Í t' (a) + g Pi (a) —... 
y= zka il f (æ) (Ya 
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Wzór ten można jeszcze tak wyrazić, przyjmując znakowa- 
nie granic Sarrus'a: (*) 


[osr gno 
GEel*+ G Pale) 


i wyraża rozwinięcie funkcyi lub całek oznaczonych; co dowodzi 
tego twierdzenia, że gdy zmienna æ dopełnia warunku zawarte- 
go w równaniu zbieżności, różnica wartości funkcyi, gdy z zmie- 
nia się od O do z, daje się rozwinąć według potęg dodatnych z, 
i pochodnych co do z. 

Jest to wzór Bernoullego, i widzimy że także bardzo uszcze- 
gólniony, i służy dla przypadków objętych równaniem zbieżności. 


(9) 


144. Każdą funkcyą f(z), gdy z powiększa się o przy- 
rost h, można jeszcze rozwinąć pod inną postacią, nie mnićj wa- 
żną, zawsze wprowadzając ilość dowolną a, według potęg rosną- 
cych różnicy h — a i ilości wielokrotnie wchodzącćj b postaci: 

f (c-Hh) = A + (h—a) B + (h—a)(h—a—2b) C+... 


... + (h=a)(ha—nb)""1N +... (b) 


że ta forma jest możliwa łatwo dowieść, naprzód iż ona dopóki 
a i b dowolne, nie może zawierać ani potęg odjemnych ani ułam- 
kowych, a czyniąc ilość dowolną b = O zamienia się na formę 
(a) wzoru głównego ($ 124), a rozwijając każdy czynnik zawiera- 
jący b przejdziemy jeszcze do postaci (a): tylko spółczynniki A, 
B, C, i t. d. muszą mićć inną postać. 

Wzór ten więc jest możliwy pod względem formy, aże za- 
wiera po drugićj stronie ilość dowolną a, przeto dopóki a dowol- 
ne, rozwinięcie może mićć miejsce, a pochodne biorąe co do h 
otrzymamy: i 


(*) Znak / jest znakiem podstawienia podwójnego, a różnica war- 
tości funkcyi dla dwóch wartości granicznych zmiennćj x oznacza się przez 


b b 
p. f (x), to jest: r: f(x) = f (b) — f (a). 
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(æ i 

ar ANT EE EE N 0 E S N+-.. 
Pff(e-4h 

sa AO 2 C+... +n(n—1)(h—a—2b) (h—a—nb) N +... 


jn 

> teth zan IN H 
A czyniąc w daném rozwinięciu h = a, a w następnych po- 

chodnych kolejno h= a + b, h= a + 2b. .. otrzymamy war- 

tości spółczynników: 
z ==f[ (OE a) 


Side KM 
e R ŁO 


CENIE (o + A) ) 


"R 2! | dh? Hk 


1 
= gf! (6 +a+20) 


N= i Hi sę — GIS — gro 5 f (z ++ a 4- nb) 


mając postać n go wyrazu, łatwo znajdziemy granice tego szere- 
gu; jakoż biorąc stosunek n — 1 do n go wyrazu dlan = æ 
otrzymamy: 


(anp nt- (ara+-ln DY) | 


| (k—a—nby""' y fe (c+-a--nb) | A 


= +1. 


a gdy n = ©; tego stosunku otrzymamy: 
h = |(a+nb) + G f (2) (t)epapni): | 


na granice wartości żądane, tak że wzór ten NR będzie 
miał postać: 
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f (x + h) = 


(A (1 R a—-2b 


teta tT? Petao © 2) Piwa). 
Ai: — a)(h—a—nb)"- 


n! 


"fa (1--a--nb) (10) 


h = ((a+nb) + G f (2) ()epapnd o 


Taka jest forma ogólna wzoru podobnego rozwinięcia; pozo- 
staje tylko zastanowić się nad postacią granic. 


145. Granice dla wyrażają się przez nb, za które po- 
trzeba położyć wartość dla n = w; gdy więc ilość b nie jest ze- 
ro, wartość nb jest nieskończoną; a ztąd nieskończonemi są 
a+ nbiae-a + nb; gdy zaś b =0 szereg zmienia formę, 
przyjmuje postać wzoru (1),a granice stają się nieoznaczone, lecz 
one zmieniają się także i przyjmują postać (2). Gdy. więc b nie 
jest zero, forma granie właściwie będzie: 


h = œ +G f (a) (2), (10) 


i widzimy że, jest niezależna ani od z, ani od a, ani od b, i powin- 
na dawać też same granice jak wzór (1) to jest: 


h = a + G f (2) (t)eta * 


co widocznie nie może być, jak tylko dla szczególnych postaci 
funkcyi. 


A że dowiedliśmy, że tylko funkcye algebraiczne całkowite 
wykładnicze, a z trygonometrycznych wstawa i dostawa i t. p. 
mają graniczne niezależne od æ i nieskończone; przeto wzór (10) 
służy dla tego rodzaju funkcyi, a nie służy dla żadnych innych. 
Ztąd mamy twierdzenie następujące: 


Funkcye, mające graniczną jedną i nieskończoną, dają 
się rozwinąć na szereg (1) według potęg rosnących przyrostu 


http://rcin.org.pl 


ROZDZFAŁ II. 179 


zmniejszonego ilością dowolną, wielokrotnie w skład potęg i pocho- 
dnych wchodzącą. 


1146. Ponieważ graniczne są niezależne od a, przeto 
można położyć a = 0 iotrzymamy wzór prostszy, zamienia- 
jąc b naa: 


h iia A, 


f(c+4)= LOSE * f(r+a)+ (z +2a) +... 


(11) 


h 2 n= 
e (h tl oma ró R (Ana) Er 


h= +œ 


i służy tylko dla funkcyi, których graniczne są nieskończone. 
Jest to wzór podany przez Bertranda (*) bez żadnego zastrzeże- 
nia jako ogólny; tymczasem jak widzimy, służy tylko dla 
funkcyi algebraiczno-całkowitych, wykładniczych, wstaw, do- 
staw i t. p. 


Czyniąc f (c + 4) = (z + a)” otrzymamy wzór Abela. 
(@ +a)” =x" +ma(z +b)" -! +- 


= A - s | WB —2b)(c + 2b)"—2 +. (12) 


m = całkowite i dodatne. 
gdzie równanie granic można zastąpić już warunkiem ogranicza- 
jącym wykładnik. 


Widzimy więc, że wzory te są bardzo w zastosowaniu ograni- 
czone, a z dowodu samego wzoru wynika, że powiększając liczbę 
dowolnych, możemy otrzymać nowe szeregi, jakie np. podał 


(*) Bertrand: „Traité de calcul différentiel Paris, 1864.* Page 
323 i 324. 
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Burg (*) wprowadzając n dowolnych, lecz ponieważ te ilości nie wpły- 
wają na granice, albowiem równanie zbieżności jest od nich nie- 
zależnóm, zatćm podobne rozwinięcia są nieużyteczne, a wprowa- 
dzenie tylu dowolnych zbyteczne. Takie jest prawdziwie zna- 
czenie wzoru (10) i jemu podobnych. 


143. Szukajmy jeszcze warunków zbieżności dla szeregu 
Stirlinga mającego formę: (**) 
f (z +h)—f (@)=h f(v) Ah | f'(c+h)— f'(2)| + .. - 
a ŁA łe | G+4)—T (2)| +... 
gdzie spółczynniki rozwinięcia otrzymamy, uważając, że one są 
niezależne od postaci funkcyi f (z); jakoż czyniące f (r) =e*, 
i zmieniając h na x, będzie: 
© x „Ma 
(e E) =l— A a— Ag — Åe? bak 


zatém: 


a ztąd wyraz n ty ma formę: 
_ {P c+5—" @)} h | Dr | £ | | 


u — 
f. n! ee — 1 


czyli że szereg dany składa sie z dwóch szeregów, które maią za 
wyrazy ogólne: 


x ca RADA. = (7% £ 
n! © GEST 


va a) y z 
M TR (P EE 


# 


i potrzeba, aby oba te szeregi były zbieżne; jakoż stosunek wy- 
razów pierwszego daje się wyrazić po uproszczeniu przez: 


(*) Burg w „Journal für Mathematik“ T. I. r. 1826, str. 367 — 368. 
(**) Bertrand: „Traité de calcul différentiel“ § 333. 
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Bej _ m PAEA [Y |B 
„ko Peri (br heih, 
A SESJE 


e — ij 


Dr 


wS PE 7 zed 
a mnożąc i dzieląc przez n i wyrażając przez funkcye graniczne 
w granicy gdy n =, pamiętając że stosunek staję się tówny 
+ 1, będzie: 


Gi(Z) (2) = = | (r) 
h = + 2 

G f(z)(0)sęh G i o 
ht- = "ET" 


Oba więc szeregi mają te same granice, i wyrażają się przez 
iloczyn dwóch granicznych. 
Jakakolwiek będzie graniczna samćj tunkceyi f (w), mamy 
graniczną drugićj: © 
G | L i) 1 a G=% 
e — == 
ken 


p E 


z tych druga graniczna dla z = O ma wartość zero. 

Zatém jakakolwiek będzie graniczna funkcyi f (z) zawsze 
te granice są zero, i szereg ten przestaje istnieć, czyli nie ma 
żadnego znaczenia. 

Gdy funkcya f (z) ma graniczną nieskończoną, wartość licz- 
nika ukazuje się pod postacią nieoznaczoną, lecz mianownik bę- 
dąc nieskończonym, jakikolwiek będzie licznik, zawsze ta war- 
tość granic będzie zero. Dopiero w szczególnym bardzo przypadku, 
gdy nieoznaczona wartość liczfika jeszcze jest nieskończoną, grani- 
ce ukazują się jeszcze pod postacią nieoznaczoną, i tylko dla te- 
go szczególnego przypadku funkcyi, szereg może służyć. 

Widzimy więc, że szereg Stirlinga w ogóle nie nie znaczy, 
i nie powinien być używanym. 

Szereg powyższy nawet nie jest zbieżnym dla funkcyi e” , ja- 
koż stosunek wyrazów daje: 
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Gł >. e- nD" z 
CER h es * Dr e —1/, 


dla n = œ jest: 


=+6 |= 


granice więc są zero i szereg nic nie wyraża, 

148. Szukajmy jeszcze warunków zbieżności dla szeregu 
Boolego (*) mającego formę podobną do powyższego: 

f (x+h) — f (x) = A,h (f (c+h)+ f (7)) + - 
. An h” (f (z+h)+ f EN +. 

gdzie znowu, ponieważ spółczynniki są niezależne od postaci fun- 
kcyi f (z), przeto czyniąc f = = & i zmieniając h na z, otrzy- 
mamy: 


Chi w=0 


0 


SZAL 


2 
zatćm: 
( ME i: 
rpa l ale +1) fo 


a ztąd wyraz n ty będzie: 
SK aba. ) 
U a: : 
n! | ae +1)), 
rozłożymy go na dwa wyrazy, uważając je jako wyrazy ogólne 
dwóch szeregów, a biorąc stosunek wyrazów otrzymamy: 
AR POWODA EA 
ow h tfe+h) D* lae +D 
a przechodząc do granic dla n = » AAC 


Gi(2 (Ga Q LE 5) (a 
h= pH 


ag 0 


(fe (047)+ f (a) | 


ale + EP 


podobnie dla drugiego szeregu. 


(*) Bertrand: „Traité de calęul différentiel. $ 334. 
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A że: 
=0'6(0 ŻE 
=r Fa 


G EEO 
BE FV”) T +1) (a) = 


które dla v = 0 dają wartości: 
©, 0, 2 
przeto najmniejsze granice są zero, i znowu szereg przestaje wy- 
rażać funkcyą zupełnie, dla tójże samćj przyczyny jak wyżćj. 
I tak, gdy funkcya f (x) = e” będzie: 
Osi Eon P e zi) 
0 


„ het Dr |e +1) 
czyli: 


e —1 


zatóm nawet dla funkcyi e” mającćj graniczne nieskończone, ten 
szereg nie służy. Oba zatóm szeregi Stirlinga i Boolego nic nie 
znaczą, i powinny być zupełnie wyrzucone z rachunku. 


14%. Jeżeli funkcyą f (x), w którćj powiększamy «œ o ilość 
urojoną yi rozwiniemy na szereg według wzoru Taylora, otrzy- 
mamy: 


2 4 
f(e+yi) = f (2) — f fe) + a tle. 
y j 
+yi f (2) — Si Flo) + ży © (0) —... | 


a równanie zbieżności: 

y i= + G f (a)(x) 
czyli: 

y = + iG f (e)a) 


Jeżeli oznaczymy część rzeczywistą tego rozwinięcia przez 
X a część urojoną przez Y będzie: 
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u =f(a+yt) =X piy (a) 
naprzód funkcye X i Y są zależne od siebie, chociaż « i y zosta- 
ją niezależne; jakoż biorąc pochodną X co do æ, mnożąc przez 
dy i całkując, otrzymamy: 


fa i; W =vtle) — OE LAO 


podobnie dla Y, przeto wyrażenie (a) można dwojako napisać. 


.=[q tiY 


Ztąd więc wypada, że granice obu szeregów zależą od X i 


p lub Yi = a że te granice zależą od ich funkcyi granicz- 


dæ 
nych, a znowu wiemy, że graniczne funkcyi i ich pochodnych są 
też same; przeto granice obu szeregów X i Y są też same. 
Pozostaje więc oznaczyć granice szeregu X lub Y. 
Używając sposobu wyżćj podanego w $ 122, Wya ogól- 


ny szeregu X jest: 


2n+2 fan+-2 
uant = nF) (a) 
przeto ich stosunek jest: 


un _ (2n+ 1) (2n+2) "Be (2) 
p y? ud f2n2 (æ) 


U2n+-2 
eo można napisać mnożąc i dzieląc przez f?"+': 
1 (2n+1)6"  (2n-+2)f"t" 


Un 
E fh  " EE 


Uont? sj y? 
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a przechodząc do granic będzie: 
J? = E (G f (ale) 
ie są granice funkcyi X i Y rzeczywistych; czyli jeszcze: 
y = t (G f (n)(w) 
dla szeregów rzeczywistych, a dla urojonych: 
| y =+iGf(a)(a) 


Ztąd wypada następujące twierdzenie: 

Rozwijając na szereg funkcyąq, w którćj zmienna przyjmuje 
wartości urojone, według potęg rosnących części urojonćj, granice 
zbieżności tego szeregu są urojone, i wyrażają się przez wartości 
rzeczywiste funkcyt granicznćj, pomnożone przez ilość urojoną i. 


Wniosek. Zatém nie potrzeba szeregów urojonych rozbie- 
rać na dwa szeregi rzeczywiste, i dochodzić ich zbieżności oso- 
bno, jeżeli one pochodzą z funkcyi, w którćj zmienna przyjmuje 
wartość urojoną. Gdy zaś szereg urojony powstaje z połącze- 
nia dwóch lub kilku szeregów różnego początku, wtedy dopiero 
potrzeba dochodzić każdego z osobna, tak jak to i dla funkcyi 
rzeczywistych ma miejsce. 

To twierdzenie i ten wniosek sprowadzają wbrew przeci- 
wnie dzisiejszemu postępowaniu zbieżność szeregów urojonych 
do rzeczywistych, i usuwają całą naukę modułów, a zastępują ją 
prawami służącemi dla funkeyi rzeczywistych. 


150. Zbierając to wszystko cośmy dotąd powiedzieli wy- 
pada: że wprowadzenie ilości dowolnćj a w rozwinięcie jest konie- 
cznóm, gdyż przywraca téj teoryi całą, ogólność, dozwala roz- 
szerzyć granice rozwinięcia funkcyi, i powiększyć zbieżność sze- 
regu, a ztąd wynikło że wszystkie szeregi dotąd znane, jak Tay- 
lora, Maclaurina it. p., są tylko szczególnemi przypadkami na- 
szego wzoru, i jeszcze niezupełnemi w swćj formie, i że nie 
wpadają w błąd, lecz przyczyna tego leży w tém, że niewłaści- 
wie ich stosujemy do przypadków, dla których nie służą; tak 
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że nasza teorya tłumaczy dobrze i ten przypadek dotąd nie 
jasny. 

Każdy z tych znanych wzorów otrzymał nową formę przez 
odrzucenie reszty szeregu, mało przydatnćj do głównego celu 
rozwinięcia funkcyi na szereg zbieżny, a zamienienia jéj na ró- 
wnanie zbieżności, które powinno być dodane do każdego wzo- 
ru, a które otrzymujemy za pomocą rachunku funkcyi grani- 
cznych. 

Nakoniec teorya nasza daje nam najwłaściwszy sposób oce- 
nienia zbieżności każdego szeregu i kierowania się w badaniach 
podobnego rodzaju, a wyrzucając szeregi nie mające znaczenia, 
oczyszcza rachunek z mnóstwa błędów, które wcisnęły się do 
niego w braku dostatecznćj kontrolli. 
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ROZDZIAŁ TRZECI. 


WZÓR ROZWIJANIA FUNKCYI NA SZEREGI ZBIEŻNE, 
WEDŁUG POTĘG ODJEMNYCH PRZYROSTU ZMIENNEJ.— 
SZEREGI CAUCHEGO I LAURENTA. 


854. Wzór (1) posiada, gdy a dowolne zupełną ogólność 
i wyraża funkcyą w całćj jćj rozciągłości; jednakże gdy wprowa- 
dzamy między a, «,i h pewne warunki, wzór uszczególnia się, 
przestaje być ogólnym, i służy tylko w granicach objętych ró- 
wnaniem zbieżności, tak że część tylko funkcyi zostaje przez te 
wzory uszczególnione wyrażoną, inne zaś części nie dają się 
przez nie wyrazić. Z tćj przyczyny podamy tu inną jeszcze 
postać wzoru, (1) która w tych razach może być bardzo użyteczną. 

Niech więc będzie funkcya f (s), gdzie znowu » zmienia się 
o przyrost h, a funkcya nabywa wartości f (æ 4+ h) i weźmy po- 
czątkową wartość funkcyi f (æ +- a), gdzie a jest dowolne zupeł- 
nie; funkcya f(x + h) da się rozwinąć na szereg według po- 
tęg rosnących z ilości dowolnćj h—! — a—! postaci: 


f (1+4) = A+B (h — a=) + O(h — a-1)2+ ... (0) 


gdzie A,B, 0... są spółczynniki zależne od postaci funkcyi 
danćj. 

Aby dowieść możliwości téj drugićj postaci rozwinięcia, do- 
syć jest dowieść, że szereg ten nie może zawierać ani potęg od- 
jemnych ani ułamkowych, i że dla wartości 4 bardzo wielkich 
może zawsze być zbieżnym, a rozbieżnym dla wartości h bardzo 
małych, zupełnie przeciwnie jak postać (a) wzoru głównego ($ 124) 
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I 
Załóżmy naprzód, że h = a, wszystkie wyrazy nikną i mu- 
si być: 3 ; 
- A = f (aa) 


spółczynnik więc pierwszy jest to sama funkcya, gdy w nićj 
położymy a za h. 

Wzór ten nie może mićć potęg ułamkowych, albowiem ka- 
żda potęga ułamkowa ma tyle wartości różnych, ile jedności 
w mianowniku ułamku; a że pierwszy wyraz rozwinięcia jest to 
taż sama funkcya, gdy za h położymy ilość dowolną a, przeto 
ten wyraz musi zachować te wszystkie wartości, a kombinując je 
z wartościami różnemi wyrazu mającego potęgę ułamkową, sze-- 
reg dawałby wartości różnych daleko więcćj, niż posiada sama 
funkcya, co być nie może, a zatém nie może mićć potęg ułam- 
kowych. 

Nie może _mićć potęg odjemnych, albowiem czyniąc h — a, 
wyrazy niektóre stawałyby się nieskończone, i szereg miałby 
wartość nieskończoną, gdy pierwsza strona jest dowolną. 

Zatóm nie mogąc zawierać potęg ułamkowych ani odjem- 
nych, musi mićć postać (c), ponieważ ta forma jest możliwą; prze- 
to dla znalezienia spółęzynników biorąc pochodne co do A=! czyli 


1 ; s 
, to jest co do odwrotności z h, otrzymamy: 
Ł 


z. =B4 20(h-1— a") +... 
d ( 
h 
df (x+h) uk 
EA 2 pS 2 ! C -+ Do 
U 
ad t dh) =n!N+. 


4 Ja 

d (r) 

a czyniąc h — a wszystkie wyrazy nikną i otrzymamy: 
A = f (+a) 
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Bf (+h) ł 


=a LG 


Oznaczając pochodne brane co do odwrotności przez znak 
u dołu, tak że: 
„de f (a) 


"MGS fn (z) 
[E 
u 
i uważając że: 
de f(r+h) _ , d* f(z) 
i MTA CÓW Ra ]}” 
(e) tala) 


przeto będzie: 


| = fa (+h) 
| 
a+-h 
kat 46 
FEBE | e" 


i podstawiając te wartości otrzymamy wzór nowy: 


—1__9—1 (],—1_ a—1)2 
f(x +h) = tetat ea laika E i ) fa(r-+-a)+- ... 


—1 —1)n 
AS a — A J fa (ja) | (13) 
Taki jest szereg dopełniający (1), pozostaje jeszcze ozna- 
czyć jego równanie zbieżności. 
45%. Równanie zbieżności tego szeregu, oznaczymy na 
zasadzie prawa $ 122 o zbieżności szeregów z wyrazu n go: 
Jakoż: 
(a last)" 


u, = 
i n! 


fa (+a) 
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a że stosunek wyrazów, aby szeregi były zbieżne musi być równy 
+ 1 dla n = œ; przeto będzie: 
n fn (£ +a) 

(h=!' — ah) f, (za) | 
gdzie pierwsza strona powinna być większa ciągle od + 1, gdy 
szereg ma być zbieżnym. 

A ztąd: 


kis TŁ | rf (© + a) | 
R l fa (c + a) „pad 


i pierwsza strona teraz według uwagi $ 17, musi być mniejsza 
od strony drugićj, czyli zawarta między granicami temi w prze- 
chodzie przez wartość a~! 

Aże drugi wyraz drugićj strony jest stosunkiem pocho- 


dnych branych co do = przeto ściśle równy granicznćj funkcyi f 


wziętćj co do odwrotności z z dla z + a, i równanie zbieżności 
będzie: 


ht = a-1 4 Git (2) (Z) 
Goko 


a odwracając to wyrażenie i pamiętając na uwagę$ 17, otrzy- 
mamy jeszcze: 
a 

RE ja 

1 + a Gf (a) | z 

U z+-a 

gdzie h jest teraz większe od tych granic, a zatćm zawarte mię- 
dzy temi granicami w przechodzie przez nieskończoność, to jest 
szereg powyższy jest zbieżnym dla wszystkich wartości od: 


h (18') 


Sosy zje i 
1-+ aG f(r) E 

© |opa 
a 


1—aGto a] 
z z+a 


i jest zawsze zbieżnym dla 4 = + % 


do — œ 
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Zatém szereg ten ma granice różne, i odwrotne granicom 
szeregu głównego (3 124) i można go nazwać dla tego szeregiem 
dopelniającym. 

Jego rozciąg zbieżności wy razi się przez: 


2a?Gf lx) (2) 
g= AE a 


i4 e| Gf (2) e | 
** | apa 


A że granice teraz zawierają między sobą nieskończoność, 
zatém gdy granice stają się obszerniejsze, rozciąg ten musi 
być coraz mniejszym, zupełnie odwrotnie jak dla szeregu głó- 
wego. 


153. Wiemy, że graniczna albo jest nieskończoną, albo 
stosunkiem funkcyi w skład funkcyi danćj wchodzącćj do jéj 
pochodnej. 

1. Gdy więc graniczna jest nieskończoną, rozciąg jest ści- 
śle zero, zatém granice stają się także zero, i szereg jest zbie- 
żny dla wszystkich wartości zmiennćj od zera do + © 

2. Gdy graniczna jest stosunkiem funkcyi do jéj p ochodnćj, 
oznaczając ją przez g (x) będzie: 


p (a-Ea) 
Gf = 
j ? | $- kz g'(a-a) 


PAL p 
= p + a (p 


2e gp 

5P. g”? —ap* 

to jest, że granice zbieżności znowu wyrażają się tylko przez pe- 
wng funkcyą i jéj pochodną, a nie zależą od pochodnych dal- 
szych. 


4154. Jakiekolwiek będą wartości x i h, a będzie do- 
wolne, lecz zawarte w granicach objętych równaniem zbieżno- 
ści. Między temi to granicami można zawsze zmieniać a a ztąd 
szukać takich wartości dla a, któreby czyniły rozciąg po za 


a ztąd: 


IZ 
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granicami zbieżności minimum, gdyż wtedy rozciągłość zbie- 
żności będzie maximum. Zatóm: 

1. Gdy graniczna jest nieskończoną, rozciąg jest zero 
i szereg jest zbieżny w całćj rozciągłości od + œ do—w. 

2. Gdy graniczna jest stosunkiem pewnćj funkcyi do 
swój pochodnćj, to maximum znajdziemy, równając do zera po- 
chodną co do a rozciągu i otrzymamy równanie: 

il t 12 2 s 13 
a (9 w Pa Pa) (Pa +H.) Si 2 9, P: = 0 

które da wartość dla dowolnćj a, dającą minimum rozciągu 
czyli najobszerniejsze granice. 

455. Nie wchodząc w dalszy rozbiór tego wzoru, któ- 
ry zupełnie byłby podobny jak dla szeregu (1) ($ 181—135) 
przejdziemy do szczególnych jego postaci godnych uwagi w za- 
stosowaniach. Jakoż we wzorze powyższym nie można kłaść 
ani a ani h równe zero, gdyż wyrazy jego stają się nieskończo- 
ne, lecz przeciwnie trzeba kłaść równe nieskończoności; jakoż 
kładąc a = otrzymamy: 


: patt A h-?, 
fG+lh=f(o) + TOEL h(0) +..- 


h=», 
+ — f (ES (14) 
h= + — l 


G f(a) | 5 
2) 
Wzór rozwinięcia funkcyi, według potęg ubywających przy- 
rostu dla wartości h zawartych między granicami wyrażonemi 
przez odwrotności z wartości funkcyi granicznćj wziętćj co do 


i dla z =» 
Wzór ten nie służy dla funkcyi, których graniczna co do 
> staje się zero, gdy a — w, dla funkcyi zaś dla których gra- 


niczna jest nieskończoną, on jest zbieżny dla wszystkich war- 
tości h jak być powinno. 
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156. Porównywając ten wzór ze wzoremTaylora (7. $ 141), 
widzimy, że granice dla h zupełnie są różne; przeto może zda- 
rzyć się, że te granice zachodzą na siebie, w tym więc przy- 
padku dla wartości h zawartych między temi granicami, fun- 
kcya da się rozwinąć na szereg zbieżny według potęg rosną- 
cych i ubywających h. Jakoż w tćj rozciągłości oba szeregi 
są zbieżne, i dodając je otrzymamy wzór: 


t(0+l)=3 bp fe (æ) + DA r f œ) | 
h=+ Gf(z)(z) do dów a 
Gæ) (z) 


dający szeregi zbieżne dla wartości h zawartych między gra- 
nicami obu szeregów, lecz rozbieżny dla wartości blizkich ze- 
ra i nieskończoności. 

157. Powyższe wzory odejmując, używając znakowania 
Sarrusa dla oznaczenia różnicy wartości funkcyi dla dwóch 
wartości zmiennćj, i kładąc h = a, otrzymamy: 


[o Zo ro - Po 


1 (16) 


(15) 


a= + QLL) doa = + - I 
ao, 
Wzór dający rozwinięcie funkcyi, lub całek oznaczonych 
według potęg rosnących i ubywających ilości dowolnćj a. 


158. We wzorze (14) kładąc zamiast -- œ, — æ i odej- 
mując, otrzymamy jeszcze zamieniając & na a. 


| 10= 3a f (- Ooh (e) 
| (17) 


bag- do h = +— MAE 


sofi), T eof, 
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Wyrażenie godne uwagi dające rozwinięcie różnicy dwóch 
wartości funkcyi dla æ = +œ według potęg odjemnych ilości 
dowolnćj a dla wszystkich funkcyi, dla których żadna z gra- 
nicznych nie staje się zero dla a = + œ. 

Wzór ten może bardzo dobrze służyć do oznaczenia war- 
tości całek oznaczonych w granicach od -+ o do — œ. 

159. Jeżeli we wzorze (13) uczynimy h=w a a za- 
mienimy na — a będzie: 


f (0) = f (e—a) + T f (e—a) 51 1,(6-0 +... 
a: (18) 
+. + "TE fa (c—a) 

s 1 As X 
" Gf() | = | 


c=a 


d 


jest to` rozwinięcie według potęg odjemnych ilości dowolnéj a. 
A porównywając go z podobnym wzorem (5), gdy granice ich bę- 
dą zachodzić na siebie, to dla tćj części funkeyi można te wyra- 
żenia odjąć od siebie i będzie: 


ik a”" fa (« — a) a" fe (a — a) 
||-0=Y- n| nb 2 SPIE 


1 
TE | 
G f (z) | F | 
a czyniąc » = a otrzymamy jeszcze wzór godny uwagi: 
| ri = D -5 a 
z n! n! 
1 (19) 
riod- 
(2) | - 


mogący służyć do oznaczenia jak powyższy całek oznaczonych 
w granicach od « do © 


a= t G f (Z)(T)r_a do a= s 


ca 


1=+Gf(2)(2), do g=* 


[U 
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160. A gdy położymy jeszcze æ = 0, i zamienimy a na 
— a otrzymamy: 


f (0) = f (a) da" f, (a) + = AZ", 
1 


a = + |Á 
Gf (z) (r) 
f (0) = f (a) — i f' (a) + 2. f' (a) —... 


a = + Gf (0)(a)a 


igdy granice tych szeregów zachodzą na siebie, część funkcyi 
w tych granicach da się rozwinąć na oba szeregi zarówno, i odej- 
mując je otrzymamy: 


| '© DZU e i GET: t (a 
1 


a = + Gf(a)(z) do SwE] 


(20) 


Wzór dający znowu rozwinięcie różnicy wartości funkcyi dla 
wartości x, zero i nieskończonćj, według potęg rosnących i uby- 
wających iłości dowolnćj, a, i dający się dobrze stosować do 
oznaczenia całek oznaczonych w granicach 0 i w 

1G4. Gdy we wzorze (13) położymy æ = 0, a h zamie- 
nimy na æ będzie: a 

„—1 „-—2 
f (a) = f(v) + = fı (6) + “yr b kaas l 
m (21)- 
v 3 
+ zp 6 (9) 
1 


gd = E | MT 

Gif) (=) : 

Wzór podobny do szeregu Maclaurina, a gdy ich granice 
zachodzą na siebie, dodając otrzymamy: 
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f (1) = SIE f” (0) + T fa (0) 
1 


z= + Gf do r= aof] 


w% 


(22) 


Zatóm funkcya daje się rozwinąć według potęg zmiennćj, 
gdy na to granice pozwalają, trojako według potęg dodatnych, 
odjemnych, i obu razem. 

162. Gdy te szeregi odejmiemy od siebie, otrzymamy 
jeszcze: 


| 10 = M © P (0) . TER (©) 


1 (23) 
a= EGET dO m = * "INRIA 
Gila) (2) 
CH F 
wzór dla rozwinięcia wartości funkcyi, wziętćj w granicach 0i œ% . 
A z wzoru (21) zmieniając o na — w i odejmując od tegoż, 
będzie: 


(24) 
siał do z= AAN — 


* ao; 


dający takąż wartość funkcyi, wziętóćj w granicach + w 
Wzory powyższe (16, 20 i 28) napisane w sposób: 


p =P (0) = x Tho) 

1 0 (25) 

z=+Gi(a(vy do r=+ "= 
Gi | > 


w 


a 


wyrażają własność funkcyi, zawierającą następujące twier- 
dzenie: 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ Hi: 197 


Summa potęg dodatnych zmiennéj funkcyi, rozmnożonych 
przez odpowiednie spółczynniki z pochodnych tćj funkcyi dla war- 
tości œ = 0, jest równa summie potęg odjemnych tójże zmiennćj, 
pomnożonych przez spółczynniki z pochodnych, branych co do od- 
wrotności ze zmiennćj w granicach tćj zmiennćj, wyznaczonych 
przez wartości funkcyi granicznych, jednćj wziętćj co do tćj zmien- 
nój, dla jéj wartości zero, drugićj wziętej co do odwrotności zmien- 
nój, dla jéj wartości nieskończonćj. 

Można wyprowadzić wiele podobnych wzorów, wprowadza- 
jąc warunki nowe między ilościami «, hi a, które dla łatwości 
ich otrzymania, opuszczamy. 

AG3. Z tego cośmy tu dowiedli wypada, że funkcye dają 
się rozwinąć na szeregi w trojaki sposób, to jest według potęg 
dodatnych lub odjemnych, albo tóż dodatnych i odjemnych ra- 
zem, ilości porządkującćj (t. j. przyrostu zmiennćj lub tóż samój 
zmiennćj,) pod warunkiem zawsze, że ilość porządkująca spraw- 
dza równanie zbieżności, to jest nie przechodzi granic tém ró- 
wnaniem wyznaczonych. Z pomiędzy tego rodzaju wzorów, zna- 
ny jest tylko wzór kapitana Laurent, który jest uogólnieniem 
wzoru Cauchego, dającego rozwinięcie wyrażone przez całki 
oznaczone, postaci: 


n 2n 


gdzie r jest moduł zmiennćj urojonćj, mniejszy od modułu gra- 
nicznego R, w granicach którego funkcya f (z) daje się rozwinąć 
na szereg zbieżny, (czyli jest synektyczną); e argument ilości 
urojonćj. 

Porównywając ten i: z szeregiem Taylora, mamy: 


P (o = 4 f (z+re rebi ) emi do 


a biorąc stosunek funkcyi „his 5 otrzymamy: 


= 


x; "(erat ) e-G-D6i de 
LOW wm 


fr 


"p f (epre ) gh de 
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przechodząc do granicy dla n = w, pierwsza strona jest grani- 
czną, a rozwijając f (z + ref ) według potęg ilości re%* ($ 149) 
i całkując otrzymamy: 

2m 7 n fn (y 

di f (z+ re ) eti de= AE * ©) 

o ni 
zatóm druga strona jest identycznie równa pierwszéj, to jest że 
wzór Cauchego, ma za równanie graniczne: 

h = +G £(2)'(2) 


bez względu jakie jest r, gdyż ta ilość rzeczywiście niknie z sze- 
regu, tak że ten szereg nic więcćj nie wyraża, jak szereg Taylo- 
ra, tylko w zawikłanćj formie przedstawiony. 

164. Laurent uogólnił szereg Cauchego, zastosował do 
przypadku, gdy funkcya daje się rozwinąć według potęg odje- 
mnych i dodatnych razem, i podał w postaci: 


z” 2x oi r” 27 m M 
o= Nz f f (rei Je-nói dę u ja jA f (rei ) edi do 
0 0 


gdzie r jest wzięte między dwoma modułami R i R”, między któ- 
remi szereg zostaje zbieżnym. 

Rozwijając f (ref), będące w pierwszćj całce, przez wzór 
Maclaurina według potęg z re; a tęż samą funkcyą, będą- 
cą pod dragą całką, przez wzór (21), otrzymamy identycznie sze- 
reg (22). Wzór więc ten równie jak powyższy, z którego po- 
wstał, mają te niedogodności, iż w zawikłanćj formie przedsta- 
wiają rozwinięcie i nie dają granic właściwych, gdyż ilość r do 
nich wprowadzona nie ma, jak widzieliśmy, żadnego związku 
z granicami szeregu, które są od nićj niezależne. 
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ROZDZIAŁ CZWARTY. 


PRZYKŁADY OZNACZENIA GRANIC ZBIEŻNOŚCI 
I ROZWIJALNOŚCI FUNKCYT O JEDNEJ 
ZMIENNEJ. 


165. Wiemy, że wszystkie powyższe wzory rozwijania 
funkcyi na szeregi, łatwo stosują się do wszelkiego rodzaju 
funkcyi, o jednćj zmiennćj niezależnćj. Z drugićj strony umie- 
my znaleźć graniczną każdćj z tych funkcyi, a zatém otrzymamy 
zawsze granice zbieżności szeregu, i rozwijalności funkcyi na 
szereg. W tym więc rozdziale zajmiemy się tylko oznaczeniem 
granie rozwijalności funkcyi na szereg, które, jak wiemy zależąc 
od ciągłości funkcyi, muszą się ściśle łączyć z własnościami sa- 
mójże funkcyi; dla tego oznaczenie granie ma swe zastosowanie 
w roztrząsaniu funkcyi pod względem jéj własności, i w wielu 
razach może rozstrzygnąć zachodzące tu wątpliwości. 

Niech będzie dana funkcya: | 

j=Vipstf 
która, uważając x i y za spółrzędne, wyraża parabolę (fig. 2), 
mającą początek w punkcie A na osi z, którego odcięta OA =- S 
a rzędna w początku OB = q; parametr tćj paraboli jest p, 
i znajdziemy go, od punktu A promieniem OB odcinając na OB 
punkt b i prowadząc przez punkta A i b koło mające środek na 
osi æ, to promień tego koła jest parametrem, a AA’ = 2p. Rzę- 
dna paraboli y dla początkowćj wartości odciętćj z == a daje się 
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rozwinąć na szereg (4. $ 138) według potęg rosnących z æ — a 
między granicami: 
=a + G y (aja 


aże: 
Z Ae a 
zatém granice te są: f 
PEE Eea 
2p 
czyli od: 
SEM — Gł KORĘ eae 
az= 25 dó a=2a+ 2p 
a rozciąg zbieżności jest: 
pe 8 ua 
g 2a + a 


Granice rozwijalności funkcyi otrzymamy z warunków: 
s N EE E A o 
czyli: 
Gini 
aar a I aż 
2p 
Z tego widzimy, że ponieważ granica niższa jest niezale- 
żna od ilości dowolnćj a, przeto ta funkcya czyli krzywa daje się 
stale rozwinąć na szereg zbieżny, zaczynając od wierzchołka pa- 
raboli t. j. od punktu A; biorąc te granice dla æ za rzędne, a a za 
odciętą, to pierwsza daje linią prostą MN równoległą od osi w 


w odległości AM = — gi poprowadzoną, druga granica daje 
linią prostą MN’ przechodzącą przez punkt tenże M i przez śro- 
dek linii AO. Części rzędnych QQ’ zawarte między temi dwiema 
liniami dają rozciąg zbieżności, a przenosząc te rzędne na oś « 
tak, aby punkt Q padł w A, punkt przecięcia R rzędnćj z osią « 
padnie zawsze w początek spółrzędnych, a punkt Q’ odetnie na 
osi x odległość OR’ i prowadząc przez punkt R’ równoległą od 
osi y, linia ta odetnie części krzywćj ABC i AB'C' dające się roz- 
winąć na szereg zbieżny, według tego jak bierzemy wartość y do- 
datną lub odjemną; części za linią CC położone aż do nieskoń- 
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czoności, nie mogą rozwinąć się na szereg według potęg rosną- 
cych. Gdy teraz weźmiemy jedną wartość dodatną y pod uwa- 
gę, to szereg wyraża tylko część krzywćj AB'C' i gdy a zmniej- 
sza się aż do zera, rozciąg zmniejsza się, i dla a = 0 staje się ró- 
wny bb” i obie granice są równe, a część krzywćj AB'C' będzie 
objęta szeregiem; gdy a staje się odjemne, rozciąg się jeszcze 
A staje się zero; jest to punkt kryty- 
czny, szereg niknie i nie wyraża krzywéj, a zatém wierzchołek 
paraboli należy do punktów przerywających ciągłość i rozwijal- 
ność funkcyi, itak téż rzeczywiście jest, albowiem gdy a dalćj 
zmniejsza się, rzędna staje się urojoną, i szereg jeszcze wyraża 
parabolę urojoną stykającą się z daną wierzchołkiem. 

Gdy a znowu rośnie dodatnie, granica druga rozszerza się 
ciągle i dla a = w szereg wyraża całą część AB'C' do nieskoń- 
czoności krzywój, a zatóm granice zbieżności szeregu, są zale- 
żne od ai zmieniają się; lecz granice rozwijalności funkcyi są 
niezależne od a, i oznaczone tu dwoma punktami, wierzchoł- 
kiem paraboli i ostatnim jéj punktem w nieskończoności, które 
to punkta rozwiązują ciągłość funkcyi, pierwszy przez urojoność, 
drugi przez nieskończoność. Gdy więc a zostaje dowolnóm, wi- 
dzimy, że zmieniając dowolnie a, cała parabola daje się wyra- 
zić przez szereg zbieżny. à 

A66. Jeżeli chcemy otrzymać szereg, dosyć uważać, że: 


zmniejsza i dla a = — - 


(a 
UB TE 
y 
gc © 
UA = y’ 
y"M=(—1)* (2n—3)! Ja 


a ztąd szereg żądany będzie: 
2n—3 p” (1—a)* 
gwi! Zew m i — 
n Y 
; s Va 
gdzie ya = (2pa-q)?, a granice jak wyżej. 
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Gdy a=0 swa 


ą =g p a” 
p=a N E Że I "grr 


S 2 
E w 
g-- 2p 
zatóm część tylko funkcyi zawarta między wierzchołkiem para- 
2 ` 
boli i pionową w odległości « = 7 poprowadzoną, daje się 


rozwinąć na szereg zbieżny, według potęg dodatnych z x, a re- 
szta krzywój nie może być wyrażoną przez powyższy szereg. 
W tym więc razie potrzeba rozwinąć na szereg według potęg 
odjemnych, jakoż można napisać: 


y=Va. UE AL -l 
L 
a uważając æ za stałe i rozwijając tylko drugi czynnik, gra- 


nice będą teraz: 


aże: 


przeto granice rozwinięcia co do odwrotności z æ, gdy a = w, 


będą: 


i szereg będzie zbieżnym dla wartości æ zawartych między EA 

2 4 
i+ œ, i między — p~ i — œ; a zatém w granicach wła- 
śnie nieobjętych granicami szeregu pierwszego, i wyrażać będzie 
ściśłe drugie części paraboli aż do nieskończoności, i część uro- 
joną za wierzchołkiem będącą. 
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163. Weźmy jeszcze równanie ellipsy: (fig. 3) 
aży? +b’? = ahb? 
czyli: 


ak R, 
U AW sz ) 
równanie to daje się rozwinąć na szereg zbieżny, uszykowany 
według potęg rosnących ilości porządkującćj v — e, dla począt- 
kowćj wartości v == « między granicami, które otrzymamy, wie- 
dząc iż: 


L z 2 2 
; a a—a* 
G (a-—27)* (x) = — - à 
( ) (©) 25 
zatćm: 
2 2 
u —? 
e= = - 
$ Je 
czyli: 
e: +a? 383— aż 
v = 2 * 0, = 2e * 
a rozciąg rozwijalności jest: 
a?— e? a? 
g = uj e =— E 
ë ë 


granice i rozciąg są drugiego stopnia względem ¢ i wyrażają hy- 
perbolę. Pierwsza granica æ daje dwie gałęzie QM i Q'M' as- 
symptotyczne do osi y i przechodzące przez punkta Mi M/dla któ- 
rych OA=AM, gdyż kładąc €= a, 2 =a; druga granica daje podo- 
bnie dwie gałęzie drugićj hyperboli NM i N'M’, przechodzące także 
przez punkta M i M'iassymptotyczne do osiy; a rozciąg g dają cięci- 
wy zawarte między temi krzywemi równoległe od osi y. Prowadząc 
liniją OM, ona dzieli kąt między osiami na dwie równe części, a grani- 
ce z, i z, między któremi rozwinięcie ma miejsce, są zawsze jedna 
mniejsza od cd druga większa od cd, a przenosząc cba na oś odcię- 
tych tak, aby punkt c padł zawsze w O, to d padnie w c, a granice 
padną, jedna przed A, druga za punkt A i obejmą część krzy- 
wéj rzeczywistą od A ku O i część urojoną od A ku æ dodatnemu. 
Gdy € = = a mamy punkta Mi M’, rozciąg jest zero, a rozwi- 
nięcie nie służy, czyli że krzywa nie daje się rozwinąć na szereg 
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według potęg rosnących zmiennćj, Gdy e od wartości + a ro- 
śnie dodatnie lub odjemnie, rozciąg a' b’ rośnie, i obejmie tylko 
część urojoną po za punktami A i A, albowiem krzywe QM i Q'M 
są styczne do linii poziomych przez punkta M i M’ przechodzą- 
cych, a granica niższa wą zawsze większa od a,gdyż mamy: 
(e—a)? 

Hare 


Vy — a = 


wyrażenie zawsze dodatne, gdy > a i równe zero, gdy € = a; 
więc punkt b* odpowiadający granicy niższćj po położeniu linii 
c'b'a' na OAc’ pada zawsze za punkt A. 

Gdy e ubywa od wartości e = a, rozciąg b a rośnie, a gdy 
e = 0 staje się nieskończonym, i obejmuje część rzeczywistą 
ellipsy od A ku Oi część urojoną od A ku z dodatnemu, tak że 


gdy 3? = a?, czyli € = aj/8, to jest gdy punkt b pada w P, 
I 9 3 
gdzie gałęź NM przecina oś z, granice są æ = ga 48, a, =0 


i połowa ellipsy objęta jest szeregiem, a gdy € = : a, granice są: 


M 
Tą = 5-0, 4, = — ai cała ellipsa objęta zostaje szeregiem, i część 


hyperboli urojonćj w odległości ; a od punktu A. Dopóki więc 


ilość dowolna nie znika z rozwinięcia, rozwinięcie to wyrażać. za- 
wsze może całą ellipsę, i nawet byperbolę urojoną, a jćj granice 
wyznaczają się przez hyperbole assymptotyczne do osi y. 
Qzyniąc rozciag zero lub nieskończony, granice są: 

E> +a dla g=0 

8Z01.8= 9 Ga > 
wartości te wyznaczają punkta A,A/, B,B' i punkta w nieskoń- 
czoności, są to granice rozwijalności tój funkcyi i zarazem pun- 
kta przerwania ciągłości ellipsy,pierwsze cztery przez urojoność, 
a punkta w nieskończoności należą do hyperboli urojonćj. 
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168. Równanie powyższe ellipsy, można jeszcze rozwi- 
naé według potęg rosnących ilości æ, gdyż ta funkcya jest 'pa- 
rzystą, jakoż biorąc graniczną co do «* będzie: 


Gy (a?) = — (=a?) 
ztąd: 
a? = e + (et?) 
czyli: 
dł gia? ia = 2 €2—a3 
UNE JK Ma a y2 é&— a? 


a rozciąg: 


W tém rozwinięciu granica jedna z, jest stałą, i równa + a, 
daje więc dwie linie proste DD’ i EE* (fig. 4) równoległe od osi æ 
w odległości a poprowadzone. 

Druga granica wyraża hyperbolę DCE i D'C'E' przechodzącą 
przez punkta D,D’ i E,E', których współrzędne są (a, a), i mają- 


cą wierzchołki w odległości OC = 9 4 2: rozciąg wyraża się zno- 


wu przez części rzędnych, zawarte między liniami prostemi 
DD’ i EFE i hyperbolą; i tak gdy e = Oc granice są cb i ca a roz- 
ciąg ba. 

Gdy e = + a ozciąg staje się zero, obie granice mają tęż 
samą wartość a i dla punktów początkowych A i A' rozwinięcie 
miejsca nie ma; jakoż w tych punktach krzywa doświadcza 
przerwania ciągłości przez urojoność. Gdy e, poczynając od 
«= + a, rośnie, granice są rzeczywiste i zawarte między liniami 
DD i CD lub C'D', lub między EF’ i krzywą CE lub C'E'i rosną 
razem ze; aże granica niższa zawsze jest stała a, przeto roz- 
ciąg zbieżności obejmie krzywą urojoną od punktu A ku æ do- 
datnóm lub od A* ku » odjemnóćm, a zatém gdy e > a rozwinię- 
cie nie wyraża ellipsy. Gdy zaś e zaczynając ode = +a uby- 
wa, rozciąg znowu rośnie, i granice zbieżności obejmują część 
ellipsy między punktami A,A’ i początkiem współrzędnych, a nie 
obejmują części urojonych, gdyż granica wyższa przypada stale 
na punkt A. 
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„Gdy t = za 1⁄2, granice stają się: 
ty = * a, Ty = (0) 
a rozciąg g = ai cała ellipsa objęta jest szeregiem. Gdy € ma 


„uł i za 1 Ef ie SAN : 
wartości mniejsze od -a |/2, granica druga staje się urojoną, 


2 
i zawsze część krzywćj od Odo a daje się wyrazić przez toż 
rozwinięcie. 


„Wartości dla e, które dają rozciąg zero lub nieskończony, 
SĄ: é = +a dają g=0, są to punkta AiA' wierzchołki osi 
wielkićj ellipsy i granice rozwijalności funkcyi; € = + œ dają 
g = w,są to punkta należące do hyperboli urojonćj. 

Ztąd następne można wyprowadzić twierdzenie: 

Rozwijając na szereg rzędną ellipsy, odniesionej do środka 
i osi, według potęg parzystych rosnących odciętćj, szereg ztąd 
otrzymany będzie zbieżnym, dla wszystkich wartości odeiętćj « 
eilipsy, gdy rozwinizcie dopełnione jest według początkowćj war- 
: a|/ 2; to jest wedlug wartości 
maniejszćj od 0,7071a czyli */,g ost wielkićj ellipsy. 

169. Weźmy jeszcze równanie hyperboli (fig. 5). 


tości æ, zawartćj między 0 i 


3 a r 
A m æn 
Granice zbieżności szeregu, na który rozwinie się ta fun- 
kcya, znajdziemy uważając że: 


; m atu 
Gy (5) = SF 
y ze 
zatćm: 
m ayn 
= + te: z 
i m 
czyli: 
2ma+n n 
Wą E ty = — — 
m m 
g=2 m an j A 
m 
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Granica niższa œ, jest stałą i niezależną od a, zatćm biorąc 
a za odciętą a æ, za rzędną, 2, będzie wyznaczone przez linią pro- 


stą DM, równoległą od osi z, w odległości CD = — 5 poprowa- 


dzoną. Druga granica wyznacza się także przez linią prostą 
DM’, przechodzącą przez punkt D i w odległości Oa' = Oa, prze- 
cinającą oś rzędnych, rozciąg wyraża się przez części rzędnych, 
zawartą między temi liniami. Zatóm część krzywćj zawarta 
między assymptotą LL’, i punktem oznaczonym w odległości ró- 
wnćj rozciągowi QQ’ wziętemu na osi odciętych od punktu © ku 
A, będzie objętą szeregiem zbieżnymi. 

Gdy a = O granice są: 
n gi 
Tą = —-, Her 
m m 
i część tylko gałęzi BA, mianowicie część zawarta między assym- 
ptotą LL’ i rzędną QQ, poprowadzoną w odległości OP =OC, da 
się wyrazić przez szereg zbieżny, uszykowany według potęg ro- 
snących zmiennćj. 

Granice rozwijalności funkcyi są: 

a=— "- i a=» 
m 

które dają rozciąg zero i nieskończony, i odpowiadają przer- 
"waniu ciągłości w obu razach przez nieskończoność. 

470. Niech będzie równanie: 

PEP ENT 
y= 1 + 1 — aż 

które mamy rozwinąć według potęg rosnących zmiennćj 2 

Granice tego rozwinięcia oznaczymy pamiętając że: 
1 +a—a* 


| PD Ze 
zatóm: ZY 
a = + Gy(cp s + Gu 
| 1—3a2 5 
czyli: 


m=="h 
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Dochodząc granic za pomocą metody Cauchego, to jest 
szukając najmniejszego pierwiąstku dodatnego równania, które 
daje moduły pierwiastków równania 2% — a — 1 = 0, musimy 
rozwiązać równanie stopnia trzeciego. 

Jakoż kładąc za a wyrażenie: 

z=0Q (dos a + i wst a) 
otrzymamy po rozdzieleniu części rzeczywistych od urojonych: 
1 + ọ dosa — ę* dos 3 a = 0 
o wst œ — ọ°? wst 3 « = 0 
co po wyrugowaniu « prowadzi do równania: 
95 + 9* "SP=U 
a które daje za granice z = + 0,869; a zatćm granice nasze są 
obszerniejsze, i szereg jeszcze wyraża funkcyą dla wartości od 
+ 0,869 do + 1 (*); a szukanie samo jest połączone z wielą 
trudnościami, wymagając elliminacyi między dwoma równania- 
mi, i rozwiązania równania stopni wyższych, jak w obecnym 
przykładzie. 

434. Równanie logarytmiki (fig. 6) 

y = log (cx) 
assymptotycznćj do linii AB, poprowadzonćj w odległości A0=—e 
i przecinającćj oś rzędnych w odległości OD = log c; roz- 
winie się na szereg uszykowany według potęg rosnących dla 
wartości początkowćj z = a, w granicach wyrażonych przez: 

x = a + +a) 
czyli: 

ty = 2 a+-€, - U E—C 
à g=2(c+a) 


granice i rozciąg są pierwszego stopnia względem a, przeto wy- 
rażają się przez linie proste; granica niższa jako niezależna od 


(*) Patrz: Catalan „Traité élément. des séries“ pag. 76, $ 129. 
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a daje prostą LM, poprowadzoną w odległości AL = — c. 
Druga daje linią prostą LM’, a rozciąg wyraża się przez części 
rzędnych między temi liniami zawarte. Część więc krzywćj za- 
warta między assymptotą AB, i rzędną -.poprowadzoną w odle- 
głości od punktu A ku z dodatnemu, równćj rozciągowi QQ' wy- 
razi się przez szereg zbieżny. 

Gdy a =0 granice są: 

zc ty z—c 

i szereg obejmuje tylko część krzywćj zawartój między assym- 
ptotą a rzędną poprowadzoną od początku w odległości = c. 
Dla a = — c rozciąg jest zero, granice równe i szereg nic nie 
wyraża, i tutaj tóż jest przerwanie ciągłości przez nieskończo- 
ność. Gdya będąc większe od c rośnie, coraz większa część 
krzywćj daje się wyrazić przez szereg, tak że a = w jest gra- 
nicą znowu, dla którćj rozciąg staje się nieskończony, i odpowia- 
da przerwaniu cięgłości funkcyi przez nieskończoność. 

4132. Równania wykładnicze, lub wstawy i dostawy zmiennćj a: 

ycze, yzwstę, y= dose 
dają się rozwinąć na szereg uszykowany według potęg rosnących 
zmiennćj, dla początkowćj wartości jakiejkolwiek; gdyż grani- 
ce ich są: 
ponieważ: 
G y (w) = > 

Zatém funkcye te w całćj rozciągłości dają się wyrazić 
przez szereg zbieżny, czyli że szeregi te stanowią zarazem 
orzeczenie tych funkcyi. 


4338. Równanie: 
y =g dot w 


daje się rozwinąć na szereg zbieżny, dla początkowéj wartości 
a = a w granicach, które oznaczymy wiedząc że: 
Gy (æ) = sty © 


a zatóm: 
n=a+gstya 


21 
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a rozciąg: 
-g8 = 2 sty a 

lecz gdy założymy a = 0 lub a — zk granice szeregu stają się 

równe; i rozciąg zero, ztąd wypada to twierdzenie: 

Funkcya c dot æ nie daje się rozwinąć na szereg zbieżny we- 
dług potęg rosnących samćj zmiennćj dla początkowćj wartości téj 
zmiennćj zero, ani według potęg wyrażenia (æ — kn) dla po- 
czątkowćj wartości œ = kT, 

A zatóm rozwinięcie postaci: 
22B, 


z dot w = 1 — —g-- e S (a) 
gdzie B,, B. . . są liczby zwane Bernoullego, nie ma żadnego 
znaczenia, i dla jakichkolwiek wartości © zawsze jest rozbieżne. 
Wartość ta x = 0 wskazuje, iż następuje w funkcyi przer- 
wanie ciągłości w tym punkcie, jąkoż biorąc pochodne mamy: 
__ © dOS © 
TANE 0 


8 dos æ % 
" wsta wst? 


y 
wst x — æ dos » 
WZ 
wst 23 
a dla æ = O jest: 


y — x Ą y = ©, y = 0 


a zatćóm pierwsza pochodna staje się nieskończoną, następuje 
więc rzeczywiście przerwanie ciągłości i wzór (a) jest niepraw- 
dziwy. 
Wyraz aty jest: 
EA jk B, o gn 
(2n— 1)I(2n)! 


Un 


a ztąd stosunek wyrazów: 


n __ (+1) (Żn+1) B, i 
T Ż » B+ +1 gł 
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i ten stosunek powinien być dla jakichkolwiek wartości æ mniej- 
szy od jedności w granicy gdy n = ©; a zatćm powinno być: 
(2n + 1) (n+1) Bao «o 
2 "SI FT " nl 
gdzie & jest ilość skończona, a ztąd: 
(2 n+1) (n+ 1) 


Bt = 2a B, 
a ztąd otrzymamy jeszcze: 
_ m2! (2n+1)! 
B= - Inan 


takiéj postaci powinno być wyrażenie liczb Bernoullego, aby 
szereg powyższy był rozbieżny. 
Wyrażenie zaś przybliżone dla liczb Bernoullego (*) postaci: 
R (2Zn)!(2n + 1)! 


e. 22n—1 m?” (b) 
daje na wyraz ogólny: 
g 
u, = 2 ne” « 
a stosunek wyrazów: 
Un n? 
Un +1 r 2 


a zatém szereg ten byłby zbieżnym dla wartości æ mniejszych 
od m, gdy tymczasem widzimy, że on jest zawsze rozbieżnym; 
przeto wyrażenie przybliżone liczb Bernoullego (b) jest niezgodne 
z wypadkami tu otrzymanemi. 

494. Podobnież wyrażenie: 


v 


I= m| 
daje się rozwinąć na szereg według potęg rosnących z z — a dla 
początkowój wartości £ = a, a granice otrzymamy pamięta- 
jąc że: 
e —1 
Gy (2) = E 


(*) Patrz: Bertrand „Traité de calcul différentiel.“ $ 412. 
http://rcin.org.pl 


212 CZĘŚĆ - 11. 


e: —1 
BOGA 3 r=gE 


8 


I 
N 
rte 
Q 
| A 
| 
| 
ji 


i gdy a=0 rozciąg jest zero. Ztad mamy twierdzenie nastę- 
pujące: 


Funkcya — 


—T nie daje się rozwinąć na szereg zbieżny według 


potęg POA E zmiennéj; dla początkowćj wartości a = 0. 
Zatóm szereg podawany we wszystkich dziełach rachunku 
wyższego: 
a a Ba?" BA 


inla + — +. (©) 


gdzie B, B. . . są liczby Bernoullego, nie ma żadnego zna- 
czenia. i 

Dla tćj wartości x = 0 następuje w funkcyi przerwanie cią- 
głości, co funkcya sama lub jéj pochodna powinny wskazywać, 
jakoż mamy: 


PIU! ae 
e a e 
z(e* +1) —2(6 —1) 


p ==" (eż — ET" e 


a dla z = 0 mamy: 


0 ż sek, 
SE y = ©; y "75 


Zatóm pochodna pierwsza ma wartość nieskończoną, na- 
stępuje więc rzeczywiście przerwanie ciągłości, i wzór (c) jest 
nieprawdziwy. 

Wyraz nty szeregu (c), przyjmując dla B, wartość przy- 
bliżoną, 
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(Żn)!(2n--1)! 
B, =. gn-4 zr 
wyrazi się przez: 
Pzd 
s Un — głn—1 q2m 
ztąd: s 


s 2m: 
Un 17 (=) 
a zatóm szereg powyższy powinien być zbieżnym dla wartości © 
mniejszych od 277, co jest nieprawdą. 

Wyrażenie więc dla liczb Bernoullego nie jest ścisłe, i nie 
powinno być używane jako dające wypadki nieprawdziwe. 

Dwa twierdzenia dopiero co dowiedzione, godne są ze 
wszech miar uwagi, i rzucają wątpliwość co do wszystkich wy- 
padków otrzymanych przy pomocy wzorów (a) i (c), które okazały 
się jako nie mające żadnego znaczenia, jak nie mnićj że wzór 
przybliżony (b) dla liczb Bernoullego, jest nieprawdziwy, jako 
prowadzący do wypadków fałszywych. Zresztą możemy tu je- 
szcze dodać, że właśnie dla tego, że funkcye te nie dają się roz- 
winąć według potęg rosnących z a», rozwijają się dla tćj wartości 
na ułamki współmierne, co ściśle zależy od tego, że graniczne 
ich są zero. Nasza więc teorya odkrywa tu wiele wątpliwości, 
idaje stałą podstawę tego rodzaju poszukiwaniom, które mno- 
żą się bez żadnćj dotychczas kontrolli (*) 4 

435. Niech będzie: 

f (æ) = (r—a)" p (2) 
gdzie m jest wykładnik całkowity i dodatny, p (x) ma wartość 
skończoną dla æ = a, potrzeba rozwinąć f (a + A) według wzoru 
Taylora. 
Ponieważ: 


G f (0) (7) = G p (a) (2) 


(*) Bertrand: ;,Traitć de calcul différentiel“ $$ 304, 305, 306, 326, 
338, 334, 387, 388, 411, 412, 413 i t. p., gdzie z wzorów (a)i (e) wiele innych 
wyprowadzonych zostało. 
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przeto: 
h = + G o (8) (w), 

Zatém funkcya dana daje się rozwinąć na szereg Taylora, 
w granicach objętych tém równaniem. Rozwinięcie otrzymamy zna- 
nym sposobem, biorąc pochodne funkcyi f (z), lecz prościćj kła- 
dąc x = a + h będzie: 

f (a+h) = h” p (a+h) 
i rozwijając tylko funkcyą g (a + A) którćj graniczna jest taż 
sama jak wyżćj uważając h” za stałe. 

136. W powyższćj funkcyi załóżmy, że m jest ilość 
całkowita i odjemna, to mamy: 

(= G g (2) (2) 
G f (x) (2) ER NAVY 
a czyniąc © = a druga graniczna zero i granice stają się zero; 
przeto funkcya nie daje się rozwinąć na szereg dla wartości 
© = a. Jakoż sama funkcya staje się nieskończoną, i to jest 
jeden z przypadków, gdzie wzór Taylora nie daje się stoso- 
wać, wtedy potrzeba się udać do wzoru głównego (1. $ 124). 

W tym razie jednak funkcya daje się rozwinąć na sze- 
reg według przyrostu h, tylko pod inną formą, 

Jakoż czyniąc z = a = h będzie: 

f(a+h) = a” p (ah) 
i uważając %4” za stałe, rozwiniemy funkcyą p (a + 4) w gra- 
nicach: 
h = SE G p (©)a 
rozwinięcie to jak widzimy, będzie miało potęgi odjemne z ⁄. 

W tym przypadku następuje przerwanie ciągłości funkcyi 
przez nieskończoność, gdyż sama funkcya staje się dla æ = a 
nieskończoną. 

£37. Załóżmy jeszcze, że w powyższćj funkcyi m jest 
ułamkowe, to mamy: 
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Gz GATA 


|>5z—a 


i znowu graniczna staje się zero dla © = a; przeto wzór Taylora 
rozwijąjąc tę funkcyą według przyrostu h dla początkowćj war- 
tości f (a) nie służy, gdyż granice jego stają się zero, i trzeba 
udać się do szeregu głównego. W tym razie jednak można je- 
szcze otrzymać rozwinięcie w innćj formie, jakoż czyniąc w=a-Fh 
otrzymamy: 
f (ah) = h” p (ah) - 
i uważając 4™ za stałe, a rozwijając g w granicach: 
h = £G g (a) 


otrzymamy rozwinięcie żądane, które będzie miało potęgi ułam- 
kowe. 

W tym przypadku funkcya ma wartość zero, a pochodna 
staje się nieskończoną dla « = a, i jest przerwanie ciągłości 
przez przejście z rzeczywistych wartości w urojone. 


438. Niech jeszcze będzie: 
1 
f (æ) = p (a) +e s 


1 
gdzie g (x) funkcya mająca skończone wartościdla r=0,e * zaś 
staje się wraz ze wszystkiemi pochodnemi zero dla z = 0; trze- 
ba rozwinąć tę funkcyą na szereg Maclawrina. 

A że ($ 98): 
[--70 
a 


41 
Ze) EEB 


przeto dla « = O jedna graniczna staje się zero i daje granice ze- 
ro; przeto rozwinięcie nie ma miejsca, chociaż sama funkcya o (w) 
może być rozwiniętą w granicach. 


s= + (9 (a) 


http://rcin.org.pl 


216 GZĘBĆ «UL. 


1 
Wartość z = 0 czyni funkcyą e * ijćj wszystkie pochodne 
zero, i dla téj wartości jak łatwo się przekonać, następuje 
przerwanie ciągłości przez urojoność, albowiem czyniąc: 


mamy: 


igdy yma wartości odjemne, z urojone i krzywa nie rozciąga 
się za punkt æ = 0 i y = 0, i w tym punkcie przerywa się. 

Widzimy więc, że we wszystkich przypadkach wyżćj po- 
danych, równanie zbieżności wskazuje nam zawsze niemożność 
rozwinięcia według wzoru Taylora lub Maclaurina, z przyczyny, 
że szczególna wartość jednćj z ilości wychodzi po za granice wy- 
znaczone równaniem zbieżności, jak być powinno. 

Teorya więc nasza tłumaczy dobrze te przypadki i usuwa 
z rachunku wyrażenie niejasne, szereg wpada w błąd; dowodząc, że 
w przypadkach takich wzory Taylora i Maclaurina, już z samego 
założenia przy ich otrzymaniu, nie powinny być stosowane. 
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ROZDZIAŁ PIATY. 


POWIĘKSZENIE GRANIC ZBIEŻNOŚCI I SAMÉJ 
ZBIEŻNOŚCI SZEREGÓW. — WZÓR EULERA. — 
RESZTY SZEREGÓW. 


439. Powiedzieliśmy (§ 129), że wprowadzenie ilości do- 
wolnéj do wzoru ogólnego dla rozwijania funkcyi na szeregi 
zbieżne, ma jeszcze tę korzyść, że pozwala rozwiązać dwa za- 
dania dotąd nierozwiązane ogólnie, powiększenia granic zbie- 
żności i samój zbieżności szeregów. 

Gdy funkcya jest rozwiniętą na szereg, część jéj w ogóle 
jest wyrażoną, czyli objętą przez szereg w granicach wskaza- 
nych równaniem zbieżności; ważną więc rzeczą jest poznać 
czy te granice mogą być powiększone. Zadanie to widocznie 
w dzisiejszym stanie nauki, nie daje się rozwiązać, albowiem 
szereg Taylora nie wskazuje nic takiego, i nie obejmuje ilo- 
ści dowolnćj, któraby mogła dać to rozwiązanie. Nawet ilość 
dowolna wprowadzona do wzoru Taylora, w niczem go nie 
zmienia, dopiero dodanie równania zbieżności, daje zupełne 
rozwiązanie zadania, które jest przedmiotem tego rozdziału. 


180. Weźmy pod uwagę rozwinięcie ogólne funkcyi f(2z) 
według potęg rosnących ilości porządkującćj h — a, dla po- 
czątkowćj wartości «© + a ($ 124). 


f (x+h) = f (c+a) + på 
h = a +G f (2) ()rpa 


Gess f” (+a) 


n! 
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Ponieważ ilość a jest dowolną, zatém zmieniając ją otrzy- 
mamy rozmaite wartości dla granic, a że dowiedliśmy w $ 129, 
że aby te granice były największe, potrzeba aby rozciąg 
zbieżności: 

g = 2 G f (2) (w)rya 
był maximum, zatém tę wartość znajdziemy, równając jego po- 
chodną do zera, co daje: 


dg _ je 
GA 0 czyli 


|dGf(a) (a)) _5 
| da ig + 

A że wiemy, że graniczna jest nieskończona, lub jest sto- 
sunkiem pewnćj funkcyi danćj do jéj pochodnćj, zatém: 

1. Gdy graniczna nieskończona, rozciąg jest nieskończo- 
nym, i daje już największe granice, bo rozciągające się do nie- 
skończoności, i szereg wyraża w całćj rozciągłości funkcyą. 

2. Gdy graniczna jest skończoną, i pewną funkcą z z 
w skład funkcyi danćj wchodzącą, oznaczając ją przez 9 (æ) 
będzie: 

Tola: a 
CEOE go 
a ztąd: 
dGf(a)(d) pp" 
E E g? ' 
zatém rozciąg maximum, otrzymany z warunku: 
h t TUE g 
p? — p g" = czyli y = g" 

Ztąd wypada następujące twierdzenie: 

Granice zbieżności są największe, gdy graniczna ma wartość 
nieskończoną, lub gdy za jéj wartość skończoną bierzemy stosunek 
pochodnćj pierwszćj do pochodućj drugićj funkcyi, która wyzna- 
cza tę graniczną, i są to granice rozwijalności junkcyi. 

Granice więc rozwijalności funkcyi, są właściwie warto- 


ściami maximum granie zbieżności szeregu, na który rozwija 
się funkcya. 
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W tym przypadku oznaczając tę wartość dla a przez 
an granice będą: 


Takie jest ogólne rozwiązanie tego zadania, którego za- 
stosowanie nie przedstawia żadnćj trudności. 


184. Z powyższćj własności szeregów wypada, że zmie- 
niając a zmieniają się granice tak, że z dwóch szeregów 
w których zmieniamy a, dla pewnych wartości jeden może 
być zbieżnym, drugi rozbieżnym; i w tém tylko znaczeniu, 
trzeba uważać zadanie uczynienia szeregów rozbieżnych zbie- 
żnemi. 

Zatóm zmieniając ilość dowolną a, można zawsze szereg 
rozbieżny dla pewnych wartości zmienić na zbieżny; lecz nie 
idzie za tóm, aby rozbieżne miały znaczenie i można je uży- 
wać. Przyczyna tego polega na tćm, że granice zbieżności, 
jak widzieliśmy, mogą zmieniać się i dążyć do granic rozwi- 
jalności, których dopiero przekroczyć nie mogą. 

Zatóm możemy wyprowadzić następujący godny uwagi 
wniosek. 

Szeregi rozbieżne można przez zmianę ilości dowolnéj a, za- 
mienić na zbieżne, w granicach rozwijalności funkcyt. 

Widzimy więc, że nie błądzą ci geometrowie (*), którzy 
mówią o uczynieniu szeregów rozbieżnych zbieżnemi; albowiem 
to jest możebne w granicach rozwijalności funkcyi, i do tego służy 
nam ilość dowolna a. pa 


4823. Równanie zbieżności daje nam dwie wartości gra- 
niczne, za które nie może przejść zmienna porządkująca, i mię- 
dzy któremi zmieniając się, daje szeregi więcćj lub mnićj zbie- 
żne, jakoż dla wzoru ogólnego jest: 

h = a F Gf(P(Az4w 
h = a — G f (8)(@)eta 


(*)Porównaj: Catalan „Traité élémentaire des séries“ page 121, nota. 
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im więcćj h zbliża się do granic, tém szeregi są mnićj zbieżne, 
zatóm najzbieżniejsze powinny być dla środkowćj wartości; ja- 
koż ta wartość jest: 

k=n 
i ta wartość daje rzeczywiście szeregi najzbieżniejsze, gdyż wszy- 
stkie wyrazy nikną, i wartość szeregu sprewadza się do pier- 
wszego wyrazu. 

Zatóćm zadanie powiększenia zbieżności szeregu jest nieozna- 
czonćm i zasadza się na tém, aby dla a nadawać wartości bardzo bliz- 
kie h. Zadanie więc to może być bardzo rozmaicie rozwiązane, 
według warunków znoszących jego nieoznaczoność, a które już 
zależą od postaci funkcyi, dla tego to prawidła stałe nie mogą 
być dane, albowiem one muszą się zmieniać z postacią funkcyi. 

Zadanie wyżćj rozwiązane powiększenia granic zbieżno- 
ści, rozwiązuje część tego zadania, albowiem czyni zbieżnemi 
szeregi dla wartości, dla których pierwotnie nie były zbieżne. 

Inne rozwiązania mogą zależeć: 

1. Albo na przekształceniu szeregu na inny przez zmianę 
ilości a, 

2. Albo na przekształceniu szeregu na inny, przy tychże 
samych wartościach a, 

3. Albo na obu razem przekształceniach. 

Pierwszy rodzaj przekształcenia szeregów już poznaliśmy. 


183. Najważniejsze z drugiego rodzaju przekształceń jest 
następne. We wzorze głównym ($ 124) czyniąc h — a = k bę- 
dzie h = k + a i można napisać: 


k = + G f (2) (aja 
a zamieniając k na — k granice się nie zmieniają, i otrzymamy: 
ir 
f (arab = f(r4a+- Ñ (ir t CHo) 


a że granice są niezmienne, przeto te szeregi można dodać i od- 
jać od siebie i będzie: 


så f” («-+a) 


n! 
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x--a+-k k?n—1 
f (æ) = 2 Jonai f2n—1 (1-Ha) ] 
AA (2n— 1)! 
ETWA xHa—k z (1) 


f (æ) — f (2):=> 2) Gmi pa (+a) 
xa xa 
k= + Gf (2)(z)xja 
Szeregi wyrażone tylko przez potęgi parzyste lub nieparzy- 
ste przyrostu. 
Kładąc z = 0 i czyniąc k = « otrzymamy: 


ge 
` f (a) = 20) zai s jr we 


a—x 


a—x Po ý (2) 
ii f (2) + | PaK ŻYD fr (a) | 


dt GL -(0).(0)e 


Gdy jeszcze można położyć a = 0 otrzymamy: 
x gt a F 
| f (0) =2 Ż Grai)! f—! (0) 


x -x f2n 
| d (2) + | á f (0) = 2) (2n)! f?» (0) | 
æ= + G f (2) (2), 


(3) 


Można jeszcze dalćj posunąć zbieżność szeregów przez po- 
dobyłe przekształcenia, biorąc na ki% wartości urojone; lecz 
aby te przekształcenia były użyteczne, potrzeba aby funkcya sa- 
ma mogła dać wartości rzeczywiste, co już ściśle zależy od po- 
staci funkcyi. 

1854. Jeżeli teraz do przekształceń powyższych, dodamy 
zmianę ilości dowolnćj lub zmiennych, otrzymamy przekształce- 
nia trzeciego rodzaju. 

Zmiana ilości w szeregach powyższych może być dowolną, 
w granicach oznaczonych równaniem zbieżności; tę dowolność ogra- 
niczają jeszcze własności samćj funkcyi, od których właśnie za- 
leży wprowadzenie przy powiększeniu zbieżności tego a nie inne- 
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go przekształcenia w pierwszą stronę tych szeregów czyli w sa- 
mą funkcyą. 


Między innemi przekształceniami podajemy te, które otrzy- 
mamy z wzoru (2) $ 183, gdy położymy za « 


g= I7 
y+z 
Jakoż otrzymamy z pierwszego szeregu: 
ati)y+la—1): 


y+: n N3n—1 fn- Si (a) 
M= (4 zz | (4) 
od ŚJ > y+z (2n—1)! 
~ ye 
dz SEGI E) eh 


Jeżeli jeszcze położymy y — z = b, będzie y4 2 = 2 y — b 
lub y+2 = 2 z+ b; a ztąd: 


lay —bla—1) 
SZT $ 2n—1 f2n—1 (a) 
Zay—Ma+1) 2y— (2n—1)! 
2y-b 
| a E = 
"(ef (z)1c)a 
|2a2-b(a--1) 
z 2n—1 ix. 
[0=2) VE ier 6) 
2az+bla—1) 224-0 (2n—1)! 
25 
b 
erem Gilad (0: 


a gdy jeszcze równanie zbieżności dozwoli położyć a = 0, będzie: 
b 


:-|-b b %n—1 f2n—1 (0) 
LB znać ka azs) Cazi (6) 
2:4b 
j b 
dt E E 
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We wzorach (5 i 6) granice yiz będą się rozciągać od tych 
wartości, do nieskończoności. 

4185. Równanie powyższe zastosujemy do funkcyi loga- 
rytmowych, dla dania przykładu tego rodzaju przekształceń. 

Jakoż biorąc f (x) = log æ i kładąc a = 1 wzór (4) zamie- 


ni się na: 
I yY = 2 M'ai 2n—1 f2n—1 AT) 
z > y+z (2Qn—1)! 


dla uproszczenia w o oznaczymy go nadal znając formę sze- 
regu przez: 


(7) 


Ponieważ z własności funkcyi logarytmowych wypada, że 
logarytm iloczynów równa się summie logarytmów każdego 
czynnika, przeto położymy: 

y = (2+-a)(z2+-b)(c+-0) .. . 
z = (c-ra')(c+-b')(e-+-c').. 
co dla uproszczenia oznaczymy przez: 
y = [a] [b] [e].. 
s=[a'] [b] [e'].. 
gdzie [a], [b], [e]. . . są to dwumiany mające wspólny upaa a 
a drugie dodatne a, A GZW A 

W niczóm nie naruszymy ogólności, czyniąc jeden z czynni-- 

ków s-+a'—=2, który zmieni się teraz na [0] i będzie: 
y =[a—a'] [b—a'] [e—a']. 
z =[0] ([6*—a'] [c'—a']... 

Jeszcze nie naruszymy ogólności, czyniąc æ = (a—a') æ“, 

jakoż będzie: 
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=] 2=E] [=>]. 
a—a a—a' 
gz =fo] |a| |z|... 
"7 f asa | |a—a' 


Zatém bez zepsucia ogólności tych wzorów, można wyraże- 
nia yiz sprowadzić do prostszćj postaci, w których pierwsze 
czynniki są z i  — 1. A zatém można położyć: 

(zat KCIEŁJRANE 
z =([0] [m] [n]... 

Oczywistą jest rzeczą, że wzór (7) będzie najzbieżniejszym, 

gdy y — 2 będzie ilością stałą, a więc powyższe wyrażenia po- 


winny dopełniać tego warunku, a rozwijając je, wszystkie spół- 
czynniki powinny być sobie równe prócz ostatnich; zatóm: 


y — z =abc...—mnp...=AMA (a) 
a ztąd: 
y+ z=2z + abc... — mnp... =Żz+A' 
lub: 
y +z=2y — abe... + mnp...=2y—A 


wzór (7) zamieni się na: 


i lm B= "O GOGIE=a] 


A 25 Ę 1] AO ze są 


których granice oznaczymy uważając że: 


(8) 


A M 
RE pies, 1 
y+z zę 
czyli: 
A = + (y+2) 


to jest: ilość stała A powinna być zawarta między (y + z) i — 
(y + 2); a zatém naodwrót y + z powinno być większe tak odje- 
mnie,jak dodatnie od A, czyli: 
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ytz=LA do tw 
czyli: 


lub: 


25=—A+*A'dO tw 
Ży:A+A: do '* © 

Takie są wzory ogólne najzbieżniejsze dla logarytmów, i da- 
jące szeregi zbieżne od pewnych wartości aż do + w. 

Pozostaje tylko oznaczyć postacie yi z aby dopełniały wa- 
runku (a). 

186. Z powyżćj podanych wzorów ogólnych łatwo jest 
otrzymać szczegółowe, dla rozwijania pw na szeregi 


zbieżne. 
1. Jakoż gdy wyrażenia y iz są pierwszego stopnia, bę- 


dzie wzór prosty: 
b 2-2 (aora) ) 


2[0)=—1+1 do +œ 
co łatwo przemienić na właściwą formę: 
Kaz S 
D) (EEE mj (7: 
| Odo + œ 


A uł FLA r= 


szereg przestaje być zbieżnym dla wartości od 0 do — 1, zre- 
sztą zbieżny dla wszystkich wartości dodatnych i odjemnych aż 
do nieskończoności. i jest najzbieżniejszym ze wszystkich szere- 
gów dających logarytm liczby, z danego jednego logarytmu. 
2. Gdyyiz są drugiego stopnia i składają się z dwóch 
czynników, to jest: 
y = [1] [a] 
z = [0] [m] 
a i m muszą dopeiniać warunku: 
+ l -+a=m 
i dają formę: 
29 
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' To) IOSA je APAT [0] E | (10) 


która jest ogólna dla tego rodzaju wyrażeń. 

Szereg po drugićj stronie będzie tém zbieżniejszym, im a 
mniejsze; a że a nie można uczynić zero, więc czyniąc równe 1, 
otrzymamy szeregi najzbieżniejsze dzą 


[1] 2 
Lr = 2 ŻĘ (11) 
SON 1 * 2 |0] Taj: -+1 
jakoż czyniąc « = 1, 2,. . . otrzymamy: 
2.2 1 
T ANT 
4.4 1 4 
(3:5) Sfar) itd 


Wzór (10) daje logarytm liczby z danych trzech logarytmów, 


wzór zaś (11) z danych dwóch logarytmów; zatém daje z dwóch 
logarytmów szeregi zbieżniejsze, jak powyższy z trzech. 


4879. 3. Gdy yiz są trzeciego stopnia i składają się 
z trzech czynników, warunki są: 
a+b+1 = m--n 
ab-+-a+b — mn 
które potrzeba rozwiązać w liczbach całych, co łatwo dopełnić 
i otrzymamy: 
a=tft' m=l —t-+1. 
b =(£—1)('—1), n=ślt — t +1 
Ztąd otrzymamy formę rozwinięcia: 


eae] 


Oee +1) 


2 0. e GS N MEN 

2 AOE- DFPE DH] +e- e) (2) 
Wzór najogólniejszy dający związek między sześciu loga- 

rytmami. 
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Szukając minimum licznika ilości porządkującćj szeregu, 
otrzymamy £ = ť = 2;zatćm najzbieżniejsze tego rodzaju szere- 


gi są postaci: 
klak. gee. 
ols: =? À (opr) o 


c («--3)? + 2 =a+6a07+9x0+2 
= (0+-2)((x+2)*—8) 
przeto daje się jeszcze napisać tak: 


UPA _; A A , 
LOBE T ? Ż, (aara) at 
a czyniąc æ + 2 = y będzie: 
[—1712] 2 
l = 2. MA 
Caup? Ż (orza 
w téj postaci jest podany przez Borda; to jest: 
(r — 12 (c+2) _ 2 
(x — 2) (c+1)3 £ 3 EE 


np. czyniąc z = 8.4.5... . otrzymamy: 


11m =23(s)="* 

32.6 1 3: 

. FAZIE. 

2.52 25 (ae) | 5 
47 , 

38 =2D (aj=" » it p. 


Wzór (13) ma tę jeszcze własność, że wyrażenie pod znakiem 
summy daje się przez 2 podzielić i daje z trzech logarytmów 
czwarty. Nadając dlazit' inne wartości otrzymamy szeregi 
mnićj zbieżne, jak łatwo się przekonać. 


a że: 


488. 4. Nakoniec gdy yi z są czwartego stopnia i skła- 
dają się z czterech czynników: 
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y = Mib] 
s 2 = [Omp] 
y i z muszą dopełniać następnych warunków: 
fi a+b+c+1 = m+n+-p 
ab + (a+b)c-Ha+b-++c = mn+(m+-n)p (b) 
abc--ab+-(a+-b)e = mnp 
które potrzeba rozwiązać w liczbach całych, co wykonywając 
otrzymamy następne kształty dla tych ilości: 


(a) 


a =fBt(28—1) m = B (t (8—1)+1) 
b = f (t (86—1)—1)+1 n=8(8(-D+1 (0) 
c= B (B i1) p=ßt(2 B—1)+1 


abc = f° t (2 8—1)(8 11) IE (1(8—1)—1)+1) 
Szukając wartości minimum dla iloczynu a b c, uważając Bit 
za dowolne, otrzymamy Ø = 2it =1; jakoż czyniąc naprzód 
p = 2 otrzymamy: 


GZGK m = 2 (£+-1) 
b=2t—1 n = 4t—l 
e = 2? (2 t+1) p =ó6ć.+-1 


abe = 12 t (4 e—1) 
i najzbieżniejsze szeregi: 
 ONZ—IMH+2M6A 
i an i ka 


2 CANN 6 t(42*— ! 
D OTA ANIT 61(42—1) (14) 
a czyniąc jeszcze t = 1, otrzymamy wzór najzbieżniejszy tego 
rodzaju: 

LF[6] 


(OJBJI4J(7] =zy|- [OBI IFIS - 


lub Rate LGP 
SOGOGE ań > | ere = (15) 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ V 229 
wzór najzbieżniejszy dający z pięciu logarytmów szósty dotąd 
nieznany. 

Czyniąc 8 = — 1, otrzymamy wzory mnićj zbieżne; jakoż 
forma ogólna jest: 


[Alt 1]2x--2]82] _ 
[ofe+ 2f24—1]B4+1] 7 


are 3 t((2—1) 
3 » (ORFAN FIFE- | as) 
gdzie czyniąc £ = 2, mamy formę (15); a czyniąc £ = 3, będzie: 


[N2ISIS] _ 
SO GLOWA Ż boso zr) - BO 


gdzie czyniąc « 4 5 = p i odwracając, otrzymamy szereg po- 
dany przez Haros, dający z sześciu logarytmów siódmy, gdy (15) 
jest zbieżniejszy znacznie i daje z pięciu logarytmów szósty. 

Rozszerzyliśmy się tutaj nieco więcćj nad potrzebę dla tego 
głównie, aby pokazać jak stosować się winien sposób szukania 
szeregów najzbieżniejszych, i widzimy, że musi się zmieniać sto- 
sownie do postaci funkcyi danćj. 

189. Jeżeli w szeregu danym: 


S = J n a” (18) 


Un— 
es + n—1 
Un A 


uszykowanym podług potęg rosnących z æ i początkowćj warto- 
ści a uczynimy: 

RCA. 

kk póz (a) 


S = = DA Un (r | 


SZ: ż= z kia 
1--y dn JA 


i zbierając razem spółczynniki tych sa- 


szereg zmieni się na: 


a rozwijając potęgi z y 
jając potęg i+y 
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mych potęg zy, łatwo zamienimy go uważając, że summy tych 
spółczynników są kolejnemi różnicami, które oznaczymy przez 
Atu, A, it. d., na: 
. SS= BA Ty (19 

a równanie zbieżności znowu zmieni się na: i 

kN 7: uk ur 
WT A” W a) 
gdzie widzimy, że naraz i forma wzoru i granice jego zostały 
przekształcone. 

Gdy granice pozwalają położyć z = 1 wtedy y =4, we- 
dług (a) i będzie: | 
S=ĘPUA (20) 


oO! h a 
Un Sy > 


szereg który zamieni się na: 


X Atsui 
=y w 21) 


wą u, i ENN M 


AS w mA 

Ostatnie to przekształcenie jest znaném przekształceniem 
Kulera; dodaliśmy tu granice i widzimy, że ono prowadzi do 
zmiany naraz formy szeregu i granic. 

Gdy szereg dany jest rozbieżny, zdarza się, że szereg Eulera 
jest zbieżny; ztąd powstaje znany paradox, że szeregi rozbieżne 
można uczynić zbieżnemi i naodwrót: paradox ten dopiero tłu- 
maczą nam dobrze dodane granice i pokazują, że to zależy od 
zmiany ilości dowolnćj, która pociąga za sobą zmianę i powię- 
kszenie granie zbieżności. 

Gdy wolno jest położyć a = 1, czyli gdy æ zawarte jest 
w granicach objętych obu równaniami zbieżności, wtedy i tylko 
wtedy można przekształcenia EA używać do takiego szeregu 
w założeniu z = 1. 

190. Powyższe przekształcenie zastosujemy do szeregu: 

SZĄ +a 
1-0 


== ol 
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ponieważ: 
A" u, =(1—2)" 
przeto według wzoru (18), będzie: 


aJ- 3e 


= =+ +1 czyli 0 =1+2 
Stosując to samo przekształcenie do szeregu ostatniego, 
"otrzymamy nowy: 


= AM it. d. 


Wszystkie te przekształcenia można otrzymać wprost kła- 
dąc: 


E RO 
e) a+-1 
jakoż będzie: 
fs kiii y—a\ 
S= a+) z =! +5 (pr) 
y =a + (a--1) 
gdzie czyniąc a = 1.2.3. . . otrzymamy przekształcenia wyżćj 


otrzymane, i wiele innych nie objętych powyższemi przekształ- 
ceniami (*), których granice zawarte są między granicami rozwi- 
jalności tćj funkcyi. 
A94. Niech jeszcze będzie: 
Ai 2313 Dn a” 


S=2a 37 ta ++ 


szereg zbieżny w granicach + Ą -,stosując wzór przekształcenia 


2 


Eulera, czyli kładąc æ = - znajdziemy szereg: 


E 
J= 3 2 3 2 2n-+1 
= Y+zy IK? => 


O aesti ADE 


n 


232 CZĘŚĆ Il. 


gdzie granice są: 
ansZocz wj, 
czyli: 4 pi 
J= a reb yS 


zatém szereg drugi zbieżny w granicach obszerniejszych. 
i » | SA 
Bertrand zakłada dla obu æ = — 1iy = — -5 , i przycho- 
dzi do szeregów: 4 


-BEad_ << Bryk 


SORO 


pierwszego rozbieżnego a drugiego zbieżnego; a że drugi wyraża 
ściśle / 8, przeto powiedzićć można, że i pierwszy wyraża l 3; 
iwnosi ztąd, że przekształcenie Eulera, prowadzi do wypadków 
paradoxalnych, że szereg rozbieżny może przedstawiać funkcyą. 
Jest to tak rzeczywiście, dopóki nie mamy względu na równanie 
zbieżnosci, lecz jak tylko do szeregu dodamy równanie zbieżno- 
ści, widzimy, że wartość z = — 1 nie można wprowadzać do 
szeregu pierwszego, jako niedopełniającą równania zbieżności, 
jakkolwiek ona dopełnia równanie zbieżności drugiego szeregu. 
Przekształcenie więc Eulera, nie prowadzi do wypadków parado- 
xalnych, jak tylko uważamy na równanie zbieżności szeregów. 

Itak, czyniąc y = — = A p A otrzymamy, gdy a 
jest liczbą całkowitą większą od 3, oba szeregi zbieżne, które będą 
wyrażać teraz tęż samą funkcyą i tak będzie: 


2 Ro Ze U 1 Ż ale 
s= (a21) ię AT 3 a] e 
BŁ 1 21.3 2 1 js 
O GA 
(*) Bertrand: „Traité de calcul différentiel“ pag. 255. 
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a że drugi szereg wyraża ściśle jak wiemy (Th przeto i pier- 
wszy wyraża tę samą wartość, jest rzeczywiście przekształcony 
na drugi, i paradox znika zupełnie. 

492. Jakkolwiek umiemy powiększyć granice zbieżności, 
i powiększyć samą zbieżność szeregu, wiemy jednakże, że szereg 
każdy dla szczególnych wartości zmiennćj zawartćj między gra- 
nicami zbieżności, daje szeregi szczególne mnićj lub więcćj zbie- 
żne, według tego jak wartość szczególna zmiennćj, zbliża się lub 
oddala od granie zbieżności. 

W praktycznóm znaczeniu te z tych szeregów zasługują na 
uwagę, które są bardzo zbieżne, czyli których zbieżność jest 
większa od zbieżności szeregu normalnego ($ 79). Między więc 
granicami zbieżności, zawarte są inne granice szczuplejsze dla 
każdego szeregu, które dają szeregi bardzo zbieżne, a które można 
nazwać granicami zbieżności normalnćj 

Dla uzupełnienia téj teoryi, pozostaje zatćóm podać rozwią- 
zanie następującego zadania. 

Mając dany szereg, oznaczyć granice zbieżności normalnćj 
dla ilości porządkującćj, między któremi szereg dla każdćj warto- 
ści ilości porządkującćj, zostaje ciągle bardzo zbieżnym. 

W $ 79 powiedzieliśmy, że zbieżność szeregów mierzy się sto- 
sunkiem liczby przybliżenia do ilości wyrazów dającćj toż przy- 
bliżenie, i ten stosunek dla szeregu normalnego jest jednością, 
dla wszystkich zaś innych jest zmienny, i rośnie lub ubywa 
z liczbą branych wyrazów, zaczynając od pewnćj liczby wyrazów 
dla których jest jednością. 

Stosunek ten równy jedności dla pewnćj liczby wyrazów, bę- 
dzie odpowiadał coraz innćj liczbie wyrazów, w miarę jak ilość 
porządkująca będzie zmieniać swą wartość, a w miarę jak ilość 
porządkująca będzie oddalać się od granic zbieżności, stosunek ten 
równy jedności, będzie odpowiadać coraz mniejszćj liczbie wyra- 
zów, czyli będzie zbliżać się do wyrazu pierwszego szeregu. 
Szereg więc będące zbieżnym w pewnych granicach, będzie tém 
więcćj zbliżać się do normalnego, im stosunek ten równy jedności 
ze zmianą wartości ilości porządkującćj, będzie odpowiadać co- 
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_ raz mniejszćj liczbie wyrazów, tak że gdy ten stosunek od po- 
czątku zaraz szeregu staje się jednością, to szereg najwięcćj 
będzie się zbliżać do normalnego i da nam żądane granice. 
Dla otrzymania więc granic zbieżności normalnćj, musi być 
($ 79): 
Torei (a) 


n 


a gdy znowu dla każdéj wartości zawartćj. między granicami 
zbieżności, stosunek szeregu zawsze rośnie; aże dla szeregów 
których stosunek rośnie, według wzoru 5 $ 75, mamy: 
u = — (Lu + 1) 
zatém, uważając na warunek (a), będzie: 
tj = LOPD 

Aże znowu zbieżność normalna, musi zaczynać się od wyra- 
zu pierwszego, aby szeregi były zbieżniejsze od normalnego; 
przeto trzeba położyć n = 0, i będzie: 
1 
10 (W) 
co da nam granice zbieżności normalnćj, 

Jakoż stosując to do szeregu głównego, ponieważ: 


Wwy zz 


u = SES Y (eta) 
zatém: 
1 
i |= Rag f (c+a) (22) 
dla szeregu dopełniającego, ponieważ: 
h-1— a-1 
w =" f (2a) 
zatóm: z. 
J 
—1 — g-l À MEE eS 
Wr ZŁ GŁÓ (23) 
Ztąd dla szeregu Taylora będzie: 
1 
2i has 41h 2 
= EFS) 3) 
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dla szeregu Maclaurina: 
Ie sad! 
"=t PrO (25) 
np. szereg: 
£ 


r? T? 
PERM A E EE 


jest zbieżnym jak wiemy dla wszystkich wartości æ, lecz bardzo 
zbieżnym w granicach: 
n=>+*UVl 
które są granicami zbieżności normalnćj. 
Szereg znowu: 


1 1 1 
€ odór ji "kk 


jest równie zbieżnym dla wszystkich wartości z, lecz bardzo 
zbieżnym w granicach zbieżności normalnćj: 
4='*+.10 
w przechodzie przez nieskończoność. 
4193. Widzieliśmy w Części pierwszćj ($ 8), że reszta sze- 
regu, kończąc go na wyrazie n tym, zawarta jest zawsze między: 


Un i zk 4 Un t 

W R 

a stosując to do wzoru głównego ($ 124), gdzie: 
U = gra. f” (©c--a) 


n! 
i uważając że: 
PEONE LZ? (n--1) f (+a) 
— np  (A—a) PH (@+a) 


A 1 
E= = - | = G f (x) (P)atra 


Un + 1 
to reszta będzie zawarta między: 
go il (h—a tif (ra) 


(n+1) f* (c--a) i 
PH (Ga) — (h—a) n! 
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„m kc toż ALA (eta) 
| Gf(a(elzqa — (hira) * n! 
a oznaczając przez: 


KĘ REUT ad 


Eo =QG f (z) (T)ra > (h—a) 
to resztę można wyrazić przez: 


(kn — ko) 6 + ko (h—a tt fr (x + a) 
Ea Tifo eS S | 
i E 2 n! 


gdzie o jest to liczba zawarta między 0 i 1. 


(26) 


Takie jest nowe wyrażenie reszty szeregu, przydatnóm być 


może do oznaczenia przybliżenia, gdy obliczamy n wyrazów. 


Wprowadzając warunki uszczególniające ilości x, h i a 


otrzymamy podobne formy reszty dla innych wzorów. 
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ROZDZIAŁ SZÓSTY. 


ROZWIJANIE NA SZEREGI ZBIEŻNE RÓWNAŃ I FUNKCYI 
O WIELU ZMIENNYCH. — SZEREGI LAGRANGE'A, 
LAPLACE'A 1 BURMANNA. 


194. Pod jakąkolwiek postacią będzie dany związek mię- 
dzy dwiema ilościami, z których jedna jest niezależną, zawsze on 
musi być wyrażony przez równanie między temi zmiennemi roz- 
wiązalne lub nie co do jednćj z nich. 

Gdy równanie jest rozwiązalne co do jednćj, to rozwiązując 
otrzymamy wyrażenie funkcyi o jednój zmiennćj, i to cośmy wy- 
żćj powiedzieli, tu się w całości stosuje. 

Gdy równanie jest nierozwiązalnóm, może zawierać nietył- 
ko same ilości, lecz ich pochodne; w każdym razie rozwijanie na 
szereg, łatwo może być dopełnionćm. 

Niech więc w ogóle będzie dane równanie: 

f (2,9) = 0 | (1) 
w którém y potrzeba rozwinąć według zmiennćj æ. Równanie to 
oznaczając pewną dowolną wartość dla » przez œ, da nam war- 
tość dla y = 8 i możemy rozwijać funkcyą według potęg rosną- 
cych z © — a dla wartości początkowych y = fi a = a. 
Jakoż biorąc pochodne będzie: 


E: dy 


a ztego otrzymamy wszystkie dalsze pochodne, które potrzeba 
włożyć za f (a), f (a), £” (a) it. d. we wzór (4, $ 138), biorąc je 
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dla wartości a = œ i y =f, przeto rozwinięcię łatwo oznaczyć, 
a równanie zbieżności będzie: 

£ =Q + Gy (£) 


G y (2) = Gy (2) 
przeto na mocy $ 105, otrzymamy: 
df jdi | 


| de |dy 
tieg dt er (apa  Tdredt( © 
JIL ZÓDAŁBBIĘ |1: piut „ka 
| dy dæ dedy (z) dy? (z) UA B) 
a rozciąg g będzie równy podwójonćj ilości zawartéj w nawiasie. 
To są granice zbieżności, dla równań tego rodzaju. 
Granice rozwijalności znajdziemy, szukając wartości czy- 
niących rozciag zero lub nieskończony; jakoż one będą zawar- 
te dla g = O w równaniach: i 


a że jak wiemy: 


> df df 
dz 0, dy arie 
lub: 
dæ f df TEDAR 
dy? rę żyć) dy? Wyż: dedy Brit 
dla g = w w równaniach: 
Gł: u. SAN 
a O dy i 
lub: 


D 


df df df df 2 def df)? def _ 
dady de dy — |dz dy? dy daż 7 


Warunki te rozwiązane dadzą wszytkie wartości równania, 
jakie przerywają rozwijalność jego na szereg zbieżny. - 


Gdy mamy c: = 0. dla s=ciy=f,a T- skofiezone, 


lub odwrotnie; to jakiekolwiek będą wartości 28 sę > cząstko- 
wych drugiego rzędu, rozciąg będzie zawsze zero. Albowiem gdy one 
mają wartości skończone, mianownik w wyrażeniu (2) będzie skoń- 


R: ; A E A 
czonym,a wartość rozciągu zero. Gdy da nie jest zero, dwa dru- 
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gie wyrazy są zero, mianownik jeszcze skończony, i rozciąg ze- 


D 


À df : AT 
ro; nakoniec gdy eie 0 rozciąg staje się nieoznaczonym, lecz 
TU" 


biorąc pochodne co do «x będzie: 


A > a acab u. PN UR 
wyrażenie, które będzie zero, dopóki e nie stanie się zero, co 
ar 
gdy nastąpi, znowu rozciąg nieoznaczony, i udamy się do nastę- 
pnych pochodnych; zatém rozciąg jest zawsze zero, dopóki 
wszystkie pochodne razem nie są zero. | 


> GL } d f 

Gdy przy ——= 0 pochodne cząstkowe drugiego rzędu ——,— 

de dady 

GBD..... +. : f A : A N 

lub = stają się nieskończone, dwa pierwsze wyrazy mianowni- 
cy 

ka ukazują sią pod postacią nieoznaczoną, lecz są w ogóle skoń- 


AE . df 4 
czone, i jeszcze rozciąg zero. Gdy przy „ka 0 jeszcze 
ar 
df 
dy 


df aa a a a 
ciąg jest zero. Gdy pochodna = lub A staje się nieskończo- 


— 0, podobnie dowodząc jak wyżćj znajdziemy, że zawsze roz- 


ną, rozciąg staje się nieskończonym. 

A zatćm, jakiekolwiek będą wartości pochodnych drugiego 
rzędu i następnych, granice rozwijalności równania na szereg 
otrzymujemy, gdy pochodne cząstkowe pierwszego rzędu zrów- 
namy z zerem lub nieskończonością. Podobnie rozbierając do- 
wiedziemy, że granice rozwijalności równania otrzymamy, gdy 
pochodne cząstkowe drugiego rzędu zrównamy z zerem lub nie- 
skończonością. 

We wszystkich tych przypadkach, jak to okazaliśmy dla fun- 
kcyi o jednćj zmiennćj ($ 184), wypada, że pochodna pierwsza 
lub druga doświadczają przerwania ciągłości, przez nieskończo- 
ność lub urojoność; zatóm granice rozwijalności odpowiadają 
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przerwania ciągłości pochodnćj pierwszćj lub drugićj tychże ró- 
wnań. 

Ztąd mamy następujące twierdzenie. i 

Jedna z dwóch zmiennych związanych równaniem nierozwią- 
zalnćm, daje się rozwinąć na szereg uszykowany według potęg ro- 
snących drugićj zmiennćj, dopóki ilość porządkująca zachowuje 
wartości zawarte między granicami, dla których pochodne czą- 
stkowe pierwszego t drugiego rzędu nie stają się zero lub nie- 
skończone. 

Prawo proste i dające w każdym razie za pomocą rachunku 
funkcyi granicznych, wartości żądane granic. 

Wysłowienie tego twierdzenia, można zmienić na następne: 
jedna ze zmiennych daje się rozwinąć na szereg zbieżny we- 
dług potęg drugićj, dopóki wartości ilości porządkującćj nie prze- 
chodzą granie oznaczonych ciągłością pochodnych pierwszego 
i drugiego rzędu. Twierdzenie to tak wysłowione, odpowiada 
znanemu twierdzeniu Cauchego, co do rozwijalności funkcyi sa- 
méj w granicach ciągłości funkcyi, i jéj pochodnćj pierwszćj; 
jakoż tu funkcyą ijćj pochodną zastępują pochodne cząstkowe 
pierwszego i drugiego rzędu. 

495. Równanie (1) daje się zawsze przedstawić w postaci: 

y=a +r (y, ©) 
igdy p (e, y) nie zawiera », czyli gdy równanie ma postać 
szczególną: 

y =a + ao (y) (8) 
y daje się bardzo symetrycznie rozwinąć na szereg według po- 
tęg rosnących v za pomocą znanego wzóru Lagrange'a dla war- 
tości początkowych zmiennych z = 0 i y= a. 

Lecz trzeba uważać, że równanie (3) jest rozwiązalne co do «æ: 
„Ask TA 
PO) | 

a rozwijając æ co do y, rozwinięcie Lagrange'a wychodzi na od- 
wrócenie szeregu danego, i dla tego tóż może służyć na ten 
przypadek. 
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Granice zbieżności tego szeregu znajdziemy, biorąc pocho- 
dne cząstkowe równania (3) które są: 


700 >So 
M s BIŻ " dĄ . 
dy JA "PRE SEŚ Mo 


a podstawiając w równanie granie (2) dla wartości dowolnych 
a i A będzie: 
PROTO PERES. | | O 

"|29—2(29%-—99") (2,8) 
takie są granice, gdy wartości, æ i y są dowolne. 

Dla wzoru Lagrange'a, który jest rozwinięciem dla wartości 
początkowych æ = 0 i y = a; trzeba położyć œ = 0, 8 — ai bę- 
dzie: i 


1 
== ży (4) 


Wyrażenie to granic bardzo proste i godne uwagi, jest od- 
wrotnością z pochodnćj funkcyi œ wziętćj dla wartości y = a; 
lecz zarazem dowodzi, że ten szereg jest uszczególnionym i nie 
służy, gdy æ wychodzi z granic objętych tém wyrażeniem. 


196. Gdy mamy rozwinąć za pomocą wzoru Lagrange'a 
funkcyą: 
z = F (y) (5) 


zmiennćj y, związanćj z drugą równaniem (3), to granice zbieżno- 
ści szeregu otrzymamy, uważając że graniczne ($ 109) są: 


G2(0) =>, G F (%) (9) 


SIE 
G ala 
aE AŻ PAY NE 
da dy dædy \de] dy? dy | da? 
zatóm dla otrzymania granic zbieżności, potrzeba wziąść tę 
31 
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z powyższych wartości granicznych dla æ = 0 i y = a,która da- 
je wartości mniejsze; zatćm granice Wie 

m="E ae F (Y) (Y)e 
g+ asa" > (6) 
- 29'(a) 
i z tych weźmiemy najmniejsze. 

Zatem funkcya ilości zmiennój związanćj z drugą równaniem 
(3) da się rozwinąć na szereg Lagrange'a uszykowany według 
potęg rosnących zmiennćj, dopóki ta ilość zachowa wartości za- 
warte między mniejszemi z wartości granic wyznaczonych przez 
równania powyższe (6), 

Wniosek. Gdy funkcya ma graniczną nieskończoną, to 
ją odrzucimy i mamy twierdzenie: 

Wszystkie junkcye zmiennćj y związanćj z drugą równa- 
niem nierozwiązalnóm, których graniczne są nieskończone, jako 
to: każda potęga całkowita i dodatna, funkcya wykładnicza, 
wstawa i dostawa łuku wielokrotnego zmiennćj it. p. dają się 
rozwinąć na szereg zbieżny uszykowany według potęg rosnących 
zmiennćj niezależnćj æ w tych samych granicach, w jakich się roz- 
wija samo y 2 równania danego. 


493. Rozwinięcie y na szereg zbieżny przez wzór La- 
grangea związanćj ze zmienną æ równaniem jest właściwie roz- 
winięciem jednego z pierwiastków tego równania dla danćj war- 
tości æ; ważną więc jest rzeczą poznać, który z pierwiastków jest 
objęty tém rozwinięciem. 

Otóż granice zbieżności rozwiązują zupełnie to pytanie. 

Jakoż, ponieważ te SR są zawarte między + KAC] 


czyli między 0 i + przeto stosownie 


2 5 8. 2 7 KO) 
jak x jest dodatne lub odjemne, jest to pierwiastek sąsiedni pier- 
wiastkowi odpowiedniemu æ = 0, dodatny lub gp mag, według 
tego jak », bierzemy dodatne lub odjemne. 

Tu lo że rozwinięcie Lagrange'a daje kia z dwóch 
pierwiastków blizkich pierwiastkowi æ — 0, i innych wcale nie 
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daje; chcąc je znaleźć, trzeba się udać do ogólniejszego rozwi- 
. nięcia podanego w $ 194. 

198. Laplace zastosował szereg Lagrange'a do ogólniej- 
szćj postaci funkeyi, lecz zawsze w granicach tych samych, 
oznaczonych dla szeregu pierwszego. Jakoż wzór Laplace'a roz- 
wija dowolną funkcyą: 


u =F (y) (7) 
zmiennćj y związanćj z drugą », równaniem: 
y =f (a+r f (y)) (8) 
dla wartości v = 0 i y = f (a) = b. A oznaczając: 
z =a + «o (y) (a) 
mamy: 
u =F(f (z)) (b) 


to jest: mamy rozwinąć funkcyą F (f) zmiennćj z, związanćj z z 
równaniem (8). Graniczne tćj funkcyi są teraz: 
1 
[z „_ GF (y) (y) 
Y x 
G (a) = ; G f (2) (2) 
Zz 
= GAE) 
zatóm granice tego szeregu będą, podstawiając wartości za 
Yz lz, dla æ = Oiy = b, wyciągnięte z równań (8) i (a): 
+ GF Y) Ya 


£ (a) p (b) 

G f (z) (z). 
t= kite 
ar 290) 


z których potrzeba wziąść najmniejsze; granice te są takież sa- 
me jak dla szeregu Lagrange’a, tylko przybywa trzecia zależąca 
od postaci funkcyi f. 


199. Nakoniec Burmann podał rozwinięcie funkcyi na 
szereg według potęg rosnących innćj funkcyi tejże zmiennćj, wy- 
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wodząc go z szeregu Lagrange'a; jakoż rozwijając według wzoru 
tego funkcyą F (y), gdzie y związane z æ równaniem: 

y=a+e p (y) 
według potęg z, to rozwinięcie można uważać jako dopełnione we- 
dług potęg: 


AE = f (y) 
AE "Er 
f (y); gdzie funkcya ta musi miéć postać: 
f (y) = > 
07760 


Granice zbieżności tego rozwinięcia, wyrażają się przez fun- 


- kcyą graniczną: 
G F (y) (£(y)) 
która na mocy $ 108 daje: < ji 


% 
GtG CG) |7 
| eae 


aże f (y) = A r w zatóm kładąc wartość za f i f* dla wartości 
æ = 0i y= a otrzymamy: 
DEL: 
4 FOU 
" gla) 


z których weźmiemy te, które są mniejsze. 

Wszystkie więc te wzory rozwinięcia są szczególne a nie 
ogólne, i zależne ściśle od wartości początkowćj a, otrzymanćj z ró- 
wnania danego dla » = 0; przeto nie służą, gdy wartość «© wy- 
chodzi za granice wyżćj wskazane (*). 

200. Gdy mamy rozwinąć na szereg funkcyą o dwóch 
zmiennych: 


() Porównaj: Schlömilch. „Compedium der höheren adi. tt 
Braunschweig. T. 2. 1865, kar. 96. 0 szeregach Burmanna i La 
grangea. 


http://rcin.org.pl 


ROZDZIAŁ VI. 245 


z= F (2,y) j (a) 
związanych z sobą równaniem nierozwiązalném: 
f æy) = 0 (b) 


dla początkowych wartości dowolnych z = a i y = b,sprawdza- 
jących równanie (b), według potęg rosnących którćjkolwiek z ilo- 
ści wziętćj za porządkującą 2 — a lub y — b, granice zbieżno- 
ści otrzymamy, równając tę porządkującą z funkcyą graniczną, 

dającą wartości najmniejsze dla tych zmiennych. A że w tym 
- przypadku graniczne według $ 111 Y trzy, a mianowicie: 


= 63 ie = (o) 
GT dy (c) 
dy 


zatém otrzymamy równania zbieżności: 


G z (z) 


I 


| Gd 
dE , 3 
Po |G dy i b) © 
T=a +)g J (2)! 


| l OD 
z których potrzeba wziąść dla granic wartości najmniejsze. 
Przeto otrzymamy następujące twierdzenie: 


Kunkcya o dwóch zmiennych związanych z sobą równaniem, 
daje się rozwinąć na szereg zbieżny, uszykowany według potęg ro- 
snących jednćj z ilości wziętćj za porządkującą dla wszystkich war- 
tości téj zmiennćj, zawartych między granicami oznaczonemi przez 
wartości najmniejsze, jakie dają równania zbieżności, 


204. Gdy mamy rozwinąć na szereg funkcyą o jednćj 
zmiennćj wyrażoną pod postacią całki: 


JET) de 
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rozwiniemy funkcyą f (x) na szereg według potęg ilości (z — a) 
dla początkowćj wartości funkcyi f (a), postaci: 


f (2) = f (a) + ST £ (a) R 
a mnożąc przez dz i całkując, otrzymamy: 
fito) dr - 04 EF? ta 4 Ep (a... (a) 


potrzeba tylko podać jego równanie zbieżności. 
Jakoż równanie zbieżności zawsze wyrazi się przez grani- 
czną danćj funkcyi, to jest: 
g=a+G/ff(z) (0), (b) 
a że według $ 85, graniczna całki jest taż sama co pochodnćj, 
zatćm równanie zbieżności będzie: 
c=afGf(z) (0). 


202. Podobnym sposobem łatwo rozwinąć na szereg we- 
dług potęg rosnących, każde równanie różniczkowe rzędu i sto- 
pnia jakiegokolwiek. 

Jakoż gdy równanie jest rozwiązalne co donajwyższego rzędu 
pochodnćj postaci: 


ZZ (DYW E AETS, -(a) 
ztego wyrażenia różniczkując, łatwo otrzymamy wszystkie na- 
stępne pochodne, i oznaczając je dla wartości z = a przez 


Yas Yas. n otrzymamy rozwinięcie: 


a; —4)? 
Y= Ya + E AATA Yd! t... (b) 


wyrażone w funkcyi wartości spółczynników początkowych _ 
Yas Y'a. « « YAM, które zostają dowolne. 
Równanie zbieżności tego rozwinięcia jest: 
v =a * Gy (a) 
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a że według $ 85, graniczna funkceyi y i wszystkich pochodnych 
jest taż sama, przeto otrzymamy: 


© =a t Gy (z), (e) 


Podobnie według $ 113, znajdziemy równanie zbieżności 
dla rozwinięcia równania różniczkowego, nierozwiązalnego dla 
pochodnćj najwyższego rzędu, albowiem biorąc następną pocho- 
dną równania danego, otrzymamy równanie rozwiązalne co do 
tćj następnćj pochodnćj, i zastosujemy do nićj rozwinięcie po- 
wyższe. i 

203. Gdy rozwijamy nakoniec na szereg funkcyą o dwóch 
zmiennych niezależnych: 

z= F (7,9) 
według rosnących potęg obu zmiennych, dla początkujących 
wartości a i b jakichkolwiek, otrzymamy na granice uważając 
© za stałe, wyrażenić: : 

y =b + G F (2, y) (ya, o 
a uważając y za stałe, wyrażenie: 

æ= a + GEF (x, y) (Xa, b) 
iłącząc oba te warunki, będziemy mieli wartości graniczne dla 
xiy, między któremi, gdy one będą zawarte, szereg będzie zbie- 
żnym. - 

Podobnież łatwo rozciągnąć powyższe prawo do funkcyi 
o wielu zmiennych, tak skończonych jak całkowych, lub różni- 
czkowych. . 
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ROZDZIAŁ SIÓDMY. 


PRZYKŁADY OZNACZENIA GRANIC ZBIEŻNOŚCI RÓWNAŃ 
I FUNKCYI O WIELU ZMIENNYCH. 


204. Podamy tu kilka przykładów, a najprzód weźmie- 
my pod rozbiór zadanie przedstawione równaniem: 
yła wst y =ù 


które wyraża ruch elliptyczny planet, gdzie y jest anomalia ex- 
centryczna, b anomalia średnia, « stosunek mimośrodu do osi 
wielkićj orbity. 

Z równania tego potrzeba y rozwinąć na szereg dla począt- 
kowych wartości z = 0 i y = b, uszykowany według potęg ro- 
snących ilości z; zatóm na mocy $ 194 będzie: 

żel © gega domoa 
Gy (a) = 240 y+-a (1—8 dos? y) 
a dla z = Oiy =b, będzie: 


1 


Gy (ekon = — 7-465 $ 
Zatém granice zbieżności tego szeregu będą: 
t= + —— s. a 
PoE ZWIÓWI 
a rozciąg: 
T see ps 
R OED 
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Gdy b będzie miało wartości zawarte od 0 do A , to grani- 


ce dla » będą zmieniać się od + 3 do +». Ztąd naodwrót wypada, 
że dla jakićjkołwiek wartości ilości b, szeregi będą zawsze zbie- 
żne, gdy æ będzie mniejsze od z czyli 0,5. 

To wyraża więc twierdzenie: że szeregi które wyrażają pier- 
wiastki ruchu planet, uszykowane według potęg rosnących mimo- 


> à ; 4 1 
środu, są zbieżne dla wszystkich wartości tegoż mniejszych od F: 


i Oznaczając połowy osi ellipsy przez a ib, mimośród przez c, 
będzie (fig. 7): : 


c a-b? OE 


r = = = 


a zs PAŁ 
zatóm: ; 
e 1 OE | Ke" E 
5) daje DR FZ czyli OE = F OA 


Jest to ellipsa, którćj ogniska przypadają w środku pół osi 
wielkićjj A że gdy c = 0 ellipsa zmienia się na koło, zatóm 
wszystkie ellipsy mające za granice koło i ellipsę, mającą ogni- 
ska w środku osi wielkićj, mają tę własność, że ich części skła- 
dowe dają się rozwinąć na szeregi zbieżne, uszykowane według 
potęg rosnących mimośrodu dla wszystkich wartości tych części 
składowych. 

Inne zaś ellipsy mające większe spłaszczenie, czyli większy 
mimośród nie mają tćj własności, i w tym przypadku tylko czę- 
ści krzywćj CAC'i DA'D' będą objęte szeregiem zbieżnym, dla 
części zaś DC i D'C’, szeregi będą rozbieżne. | 

Laplace pierwszy tę granicę oznaczył na 0,66195 przez po- 
równanie tego szeregu z innemi, których granice wprost można 
oznaczyć, lecz porównanie takie nie daje prawdziwćj wartości. 
Cauchy przyszedł do tój samćj granicy jak Laplace, używając 
ilości urojonych do dowodu, co jak wiemy ($ 64 i 104) nie prowa- 
dzi również do wypadków ścisłych. Granica ta jak widzimy jest za 

32 
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wielka, i szeregi od 0,5 do 0,66195 nie są rzeczywiście zbie- 
żne (*). 

Rozwiązanie powyższe wypadające z naszćj teoryi, godne 
uwagi przez swą prostotę dowodu i wypadku. 

205. Gdy w równaniu powyższóm chcemy rozwinąć na 
szereg nie y, a jedną z funkcyi y, postaci: 


' y” , eV , Wst my, dos my, 


gdzie n całkowite i dodatne, m jakiekolwiek; to na zasadzie wniosku 
§ 196, ponieważ te funkcye mają graniczne nieskończone, przeto 
będą miały granice takież same, jak sama funkcya y. 

Lecz nie tak jest, gdy mamy rozwinąć na szereg potęgę 
odjemną, lub ułamkową, albo logarytm z y; funkcye te nie 
dają się w tych samych granicach rozwinąć na szereg, albowiem 
mamy teraz dwie graniczne: © 


' GE (y) (2) dk 


- 2dosy 
a dla wartości y = b granice stają się: 
t= +b 
o E * 1 
21.8 MOS 0 


gdy b zmienia się, granice te rozmacicie się zmieniają, jakoż 
będzie: | 


6=0...5 w... gó. 

TT 3 
zi= 0., 9 * Wy eak a 25: 
SED a A MTA | 


granice pierwsze rosną ciągle, gdy drugie peryodycznie się zmie- 


(*) Patrz. Cauchy, „Exercices YAnalyse et de Physique Mathé- 
matique:* Paris 1840, tome 1, page 280 i następne. i 
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niają. Dla wartości b od 0 do -g> t MA wartości ząwsze mniejsze 
od 2, a dla wartości b od 3 do w, 24 ma za granicę mini- 


mum i 
2 . 


Żatóm szeregi rozwinięcia potęg odjemnych, ułamkowych, 
logarytmów zy, dla b zawartego między Oi ua są zbieżne, gdy 


TT 


æ mniejsze od b; dla wartości zaś b > gi zawsze zbieżne, gdy « 


nie przechodzi 0,5. 

Pierwsza część tego twierdzenia t. j. dla potęgi całkowitćj i 
dodatnćj, funkcyi wykładniczćj, lub wstawy i dostawy łuku wie- 
lokrotnego z y, dowiedzioną została po szczególe dla każdéj 
funkcyi przez Laplace'a. Cauchy dowiódł ogólnie tćj własności 
zawsze dla wartości mimośrodu od 0 do 0,66195. Druga zaś 
część tego twierdzenia dla potęg odjemnych, pierwiastków i lo- 
garytmów z y nie była dotąd dowiedziona; podajemy ją więc ja- 
ko dopełnienie twierdzenia Laplace'a. 


206. Równanie: s 
1 
y— şti) =b (a) 
powstające z równania: 
y = ENEL T 
y 1—2 b za? 


daje się rozwinąć na szereg dla wartości początkowych æ = 0 
i y = b według potęg rosnących z za pomocą wzoru Lagrange'a, 
a granice zbieżności będą, uważając że: 


i YO 
dy = w 
| AA a a 
a ztąd dla z = 0 i y =b. będzie: 
s 1 
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Zatém gdy b = 0 i gdy równanie zamieni się na: 


WEW | 

y rozwija się na szereg zawsze zbieżny dla jakićjkolwiek war- 
tości, gdyż granice stają się nieskończone. Gdy b powiększa 
się, granice się zmniejszają; a gdy b = w, granice stają się 
zero. 

Gdy mamy daną funkcyą o dwóch zmiennych: 
= UŁ (b) 

1—cy 

związanych powyższóm równaniem (a), to toż samo znaczy, jak 
łatwo się przekonać co: 


z 


ma ©. 


albowiem równanie (a) daje: as 
ay = 14 VTT t a 
Granice zbieżności funkcyi z będą w liczbie trzy: 


G z (a) = G A (2) = wa 
| l (pi 
G z (2) = G = gy) = = 


1- i : aMi 


Z tych najmniejsze granice są ostatnie, i te służyć będą dla 
funkcyi, zatóm ta funkcya rozwija się na szereg w tych samych 
granicach, co i samo y. 

Biorąc wprost granice wyrażenia (c), będzie: 

__  1—2b24+ 2 
G z (0)= say — 
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a dla z = O i y = b będzie: 
e SEA A: 
granice takież same jak wyżéj. 

203. Weźmy jeszcze równanie: 

y — & log y = b 
dla początkowych wartości æ = 0 i y =D, y daje się rozwihąć 
na szereg w granicach, które otrzymamy z wyrażenia: 


(y — 2)? 


Gy (B=, g (y — a) — alog y 


ztąd: 
3 S b 


zatém gdy æ będzie mniejsze od : b,szeregi będą zawsze zbieżne. 


Gdy mamy: 
y — æ = b 
dla tychże samych wartości początkowych: 
(low } 
tw w (2—2w ) 
ztąd: 
PARP S 
aia 


Gdy b jest dodatne, i gdy rośnie od 0 do nieskończono- 
ści, granice dla z ubywają od + 3 do zera, i szeregi będą za- 


wsze zbieżne w granicach zależnych od b, a dla b = w stają się 
rozbieżne. Gdy zaś b jest odjemne, i gdy rośnie od zera do », 


granice z rosną od 2 do nieskończoności; i szeregi będą zawsze 


zbieżne dla wartości æ mniejszych od z. 
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208. Wzór Lagrange'a szczególnićj daje się zastosować 
do rozwiązania równań algebraicznych, jakoż każde równanie 
stopnia n go: 

p, (0) =0 (1) 
można napisać tak: 

© Phr- 2) = ao (2) 
gdzie „—ı oznaczą wielomian stopnia n — 1, a ag wyraz stały ró- 
wnania, i można zawsze rozwinąć z na szereg zbieżny, ułożony 
według rosnących potęg spółczynnika ay dla wartości początko- 
wych = 0 i æ = 0 i rozwinięcie będzie miało postać: 


co ogólnie oznaczymy przez skrócenie: 


tı = È ao Pa—ı (0) 
a granice zbieżności będą: 
Daes a? 
a BA + 31 (a) 
2Q'n—1 0 2a, 

A zatém szereg będzie wyrażać jeden z pierwiastków danc- 
go równania, gdy a, będzie zawarte między granicami powyższe- 
mi;a że gdy a,=0 mamy z=0, i gdy ao rośnie ku jednćj z granic, 
æ także rośnie i szereg przedstawia tę wartość z aż dopóki ao 


2 


. eg o is i6k 
nie dojdzie do wartości -= 
2a, 


dzy zero i pewną wartością; jest więc to pierwiastek blizki zera, 
i dodatny lub odjemny według tego, jaki ma znak wyraz stały ag 
przeniesiony na stronę drugą, czyli znaku przeciwnego z osta- 
tnim wyrazem. 

DIR tego pierwiastku zależy od wartości a, i gdy 


; przeto pierwiastek zawarty jest mię- 


"PRZ = A i pierwiastek ten przestaje istnieć, gdyż go szereg prze- 


staje ayróżać, a granicą tego istnienia jest warunek: 


— pł 
2 a, dz+= a} - 
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Równanie (2) będzie dopełnionćm, gdy dla ao = 0 weźmiemy 
dla æ jeden z pierwiastków równania g,_4 (%)=0 a oznaczając go 
przez œ, można dopełnić rozwinięcie æ według potęg ao dla war- 
tości początkowćj a, byleby a, zawarte było w granicach dają- 
cych ten szereg zbieżnym. 

Pozostaje tylko znaleźć pierwiastek równania 9,_, (a) = 0 
które można napisać: 

© pną (7) = a (3) 
i według powyższego znajdziemy jeden z jego pierwiastków 
przez rozwinięcie: 

ty = >» dy Paa (0) 
w granicach: ę 
« SEE 2a3 (b) 

„gdy więc a, dopełnia warunku (b) szereg dający œ, będzie zbie- 
żnym, a zafćm aby rozwinięcie drugiego pierwiastku miało miej- 
sce, koniecznym jest warunek: 

2a; dz. <ŚoaŻ 

Tak dalćj postępując dowiedziemy łatwo, że aby wszystkie 
pierwiastki mogły być rozwinięte na szeregi, spółczynniki ró- 
wnania powinny dopełniać warunków następnych: 


5) 2 
2 lo 3 __ ai 


5 aż) 30: 

2 a, az Laż (c) 
5 a R 
Z dzy Gz <Ż a_, 


lecz odwrotnie nie ma miejsca, a uważając że każdy warunek 
niedopełniony, sprowadzać musi dwa pierwiastki urojone; zatóm 
odwracając te warunki, otrzymamy twierdzenie: 

Ile kwadratów ze współczynników jest mniejszych od podwój- 
nych iloczynów z sąsiednich spółczynników pierwszym, taka jest 
podwójna ilość pierwiastków urojonych w równaniu. 

I tak, w równaniu: 
ik (120-838)? =af-- 42034102? —120--9=0 
mamy: 
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16<%0 
100 > 96 
144 < 180 
przeto wszystkie cztery pierwiastki są urojone. 
29 (a2—204-3)(03— 2a —3)=rt— 43440? 4-0 -4+-9=0 


daje: 
16> 8 


16> 0 
0 << 72 
przeto dwa pierwiastki są urojone w tém równaniu. 
2095. Niech daną będzie funkcya elliptyczna ($ 101) 
? "AR e AŻ, 
E (c, 9) =f Vi- e wst g dg 
0 


rozwijając funkcyą pod znakiem całkowym według wzoru (1, $ 200) 
w założeniu a = 0, otrzymamy: 


9 7 
E (e 9) =9 — z ef se pdg — > «| weg dp... 
U 
a ponieważ rozwinięcie następuje według wst? i graniczna 
(§ 101): 


RE gł wętć 
GV1 — c? wst? p (wst? g) = IE: Kai E 


dla p = 0 ma wartość F przeto równanie zbieżności jest: 


1 A 
2 — pozę i za o da 
wst? p = + i czyli wstp =+ A 
Zatóm szereg powyższy jest zbieżnym dla wartości wst (p, 


; 1.3 1 h r à 
zawartych między lad brak A że c jest excentrycznością elli- 


psy, ijest zawsze ułamkiem; przeto L jest liczbą większą od 


jedności, to jest granice dla wstawy są większe od jedności, 4 za- 
tém szereg powyższy jest zbieżnym dla wszystkich wartości 9, 
jakakolwiek będzie wartość c. 
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ROZDZIAŁ ÓSMY. 


PORÓWNANIE TEORYI FUNKCYI GRANICZNYCH 
Z TEORYĄ FUNKCYI CAUCHEGO. 


DRZE 


242. Po ukończeniu zastosowania rachunku funkcyi gra- 
nicznych, do rozwijania funkcyi na szeregi zbieżne, podamy 
tu kilka twierdzeń, które wynikają z porównania naszćj teoryi 
funkcyi granicznych z teoryą funkcyi Cauchego. 

Wiemy, że funkcya ilości zmiennćj æ jest skończoną, gdy dla 
wszystkich wartości z rzeczywistych i skończonych nie staje się 
nieskończenie wiełką. | 

Twierdzenie 1, Funkcya graniczna funkcyt danćj jest za- 
wsze skończoną, 

Albowiem w rachunku funkcyi granicznych dowiedliśmy, że 
graniczna jest stosunkiem pewnćj funkcyi, w skład funkcyi da- 
nćj wchodzącćj do swćj pochodnćj, a dla szczególnych postaci 
funkcyi, jest nieskończoną. 

Gdy więc funkcya dana F (z) staje się nieskończoną dla 
skończonćj wartości zmiennój æ = a, musi koniecznie mićć 
postać: 


w którćj f (x) ma wartość skończoną dla z = a, a g (x — a) 
staje się zero dla tejże wartości. 
A że graniczne funkcyi takićj są. < 
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+ 840. Równanie różniczkowe pierwszego rzędu nazwane 
Riccatego: 
y + ay? = ba” 
można rozwinąć na szereg (b, $ 202) w założeniu z = 0 i y = yo; 
jakoż biorąc pochodne mamy: 
y =— ay 
y'=2lażyż 
y" = — 3l a? y$ 


ya = + nla y 
zatém będzie: 
Y= Yo |l — ay, +a? yż æ> — a? yż a3 p... 
gdzie wyraz n ty ma formę bardzo prostą. 
u, SE yz 
Równanie zbieżności tego szeregu znajdziemy, uważa- 
jąc że: 
G T)= I = PE PRE 
y (2) dja ry 
dla « = Oi y = yo daje: 


1 
Gy (£) = — — 
ayo 
zatém: 
1 
= a. ała 
ayo 
co téż otrzymujemy ze stosunku wyrazów n tych, jakoż: 
Un 1 


E 0% E 
równając z + 1 dla n = w, daje tęż samą co wyżćj wartość, jak 
być powinno. 
244. W $ 116 dowiedliśmy ogólnćj własności, że funkcye 
wyrażone przez równania różniczkowe postaci: 


y= AGO + 


gdzie A (y) jest funkcyą algebraiczną zy, do których należą 
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wstawa, dostawa, funkcya eliptyczna 2 (z), i t. p, mają gra- 
niczne nieskończone; przeto te funkcye dają się rozwinąć na 
szeregi zbieżne dla wszystkich wartości æ, i te szeregi mogą być 
wzięte za ich definicye. 

Zatóm, nietylko funkcye całkowite, wykładnicze, wstawy 
i dostawy łuków wielokrotnych, lecz jeszcze a. i jéj podo- 


z funkcyi al- 


gebraicznój całkowiićj samćj funkcyi, mają Re własność, że 
ich graniczne są nieskończone, i rozwijają się na szeregi dla 
wszystkich wartości zmiennćj x, czyli że te szeregi są definicyami 
tych funkcyt. 

Ważne i godne uwagi to twierdzenie, odkrywa nam własno- 
ści całego szeregu funkcyi, które mogą być wzięte za podstawę 
ich teoryi; tak jak funkcya ) (æ) służy za podstawę teoryi funkcyi 
eliptycznych (*). 


bne, których pochodne są pierwiastkiem stopnia — 


(°) Patrz: Briot et Bouquet. „Théorie des fonctions doublement 
périodiques et en particulier des fonctions elliptiques.“ Paris 1859. 
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= G f (2) (z) 
=G c—a)"! (z) = domu | 
9 (e—a) (2) = 555 
Pierwsza jest graniczną funkcyi f(x) która ma wartości 
"skończone dla z = a, druga jest graniczną funkcyi g (w) i jest 
skończoną dla z = a, a mianowicie równa zero, dopóki g' nie 


zero, gdy zaś g' = 0 graniczna staje się nieoznaczoną, lecz bio- 
rąc pochodne, będzie: 


G u (x) 


y 

G g (1—a)-! (z) = gr 

i znowu ma wartość zero dla « = a, dopóki g'' nie jest zero. Tak 

dalćj postępując dowiedziemy, że funkcya ta nigdy nie może stać 
się nieskończoną, a zatóm jest zawsze skończoną. 

243. Mówimy że funkcya jest ciągłą, gdy dla wszy- 

stkich wartości skończonych «, nie nabywa wartości urojo- 

nych. 


Twierdzenie 2. Funkcya graniczna funkcyi danéj jest za- 
wsze funkcyą ciągłą. 
Albowiem, gdy funkcya dana przestaje być ciągłą dla war- 
tości skończonćj æ = a, to musi mićć postać: 
u = F (2) = f (£) |p (r-a|" 
gdzie f(x) zostaje ciągłą dla æ= a; a 9 (z — a) jest funkcyą, 
która zmienia znak, gdy æ przechodzi przez wartość z = a; a m 
wykładnik ułamkowy. 
A że graniczne tćj funkcyi są: 
| = G f (x) (z) 
p (c—a) 
ZE) D=a Mo) = ZE 
z których pierwsza jest graniczną funkcyi f (z), która jest ciągłą 
dla wartości 2 = a, druga jest graniczną funkcyi 9 i jest skoń- 
czoną dla jakichkolwiek wartości 2, a w przechodzie gdy œ = a 
staje się zero, jakiekolwiek będzie p, jak to dowiedliśmy wyżćj; 
przeto graniczna ma zawsze wartość skończoną dla wartości 


G u (£) 
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a= a przerywającćj ciągłość funkcyi danćj, przeto graniczna 
funkcyi danćj, jest zawsze ciągła. 


244. Cauchy nazywa funkcyą monogeniczną (monogene) 
każdą funkcyą, którćj pochodna pierwsza ma wartość jedną, 
i oznaczoną dla wartości szczególnych zmiennćj. 

Twierdzenie 3 Funkcya promy zna danćj funkcyi jest za- 
wsze funkcyą monogeniczną. 

Albowiem dowiedliśmy ($ 104), że graniczne jakiejkol- 
wiek funkcyi urojonćj są rzeczywiste, a że funkcya rzeczy- 
wista: 

u =P (2) 
jest zawsze funkcyą monogeniczną, albowiem ma zawsze jedną 
oznaczoną wartość dla pochodnćj, a tą jest: 


ta F ©) 
jakoż czyniąc: 

z=gc--yt 
będzie: 

dz = da + i dy 
a że: 

du = D, F (z) (dz + i dy) 
przeto: 
z =D, F (2) = F' (2) 


zatóm graniczna jest zawsze monogeniczną. 

245. Funkcya zaczynając od wartości z = a może naby- 
wać wiele wartości, czyli może zmieniać się począwszy od æ = a 
w kilku kierunkach, tak że idąc po którymkolwiek z nich, mo- 
żemy znowu dojść do wartości innćj « =b, dla którćj kilka: 
z tych kierunków schodzą się z sobą. Cauchy część funkcyi za- 
wartą między temi wartościami zmiennćj, doświadczającą zmian 
w pewnym oznaczonym kierunku nazywa monodromiczną, (m0- 
nodrome), w tćj części jćj rozciągłości. 

Twierdzenie 4. Funkcya graniczna jest zawsze funkcyą mo- 
nodromiczną. 
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Funkcya dana F (x), aby mogła mićć dla wartości oznaczonćj 
æ wartości różne, musi być pewną funkcyą z funkcyi współ- 
miernćj, oznaczmy ją przez: 


u. = F (2) = © (f (2) 


gdzie f (x) jest funkcya współmierna czyli monodromiczna, a © 
funkcya z funkcyi f nie mająca téj własności. A że według $ 89, 
graniczne funkcyi z funkcyi są: , 


dy |= G f (x) (x) 
G u (2) |_Gof(a) (f(2)) 
== ky (æ) 


z których pierwsza ma dla wartości æ jedną i oznaczoną war- 
tość, bo taką ma i sama funkcya f (æ), druga sprowadza się 
do granicznćj samćj funkcyi © (y), co do y branćj, która nie po- 
siada tćj własności. Gdy więc funkcya © (y) ma wiele warto-. 
ści, to koniecznie w przechodzie wartości, gdy « zmieniając się 
ciągle przechodzi przez æ = a, w funkcyi muszą znikać wyrazy 
dające wiele wartości, i poczynając od tćj wartości pewne wyra- 
zy, dające wiele wartości i znikające dla r = a, w funkcyi naby- 
wają wartości; oznaczając te wyrazy przez g (y), a inne przez 
w (y), będzie: 
P (y) = Y (y) + 9 (9) 


a że graniczne takiego wyrażenia są: 


í G w (y) 
CPO- ayo) 


przeto znowu graniczna wyrażą się przez funkcyą szczególną p 
oddzielnie uważaną. 

Funkcya więc ta nie posiada już żadnych innych wyrażeń, 
jak tylko te, które nabywają wiele wartości dla oznaczonćj war- 
tości y. A że wiemy, że graniczna jest nieskończoną, lub sto- 
sunkiem funkcyi do jćj pochodnćj, przeto: 
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D 


G o (y) =% lub A 


gdzie w obu razach graniczna ma już wartość oznaczoną, i jedną, 
a zatém jest monodromiczną. 


246. Cauchy nazywa funkcye które są skończone, ciągłe 
monogeniczne i monodromiczne, funkcyami synektycznemi (sy- 
nectique) a zatém z powyższych twierdzeń wypada: 


Twierdzenie 5. Każda funkcya graniczna danćj funkcyi, 
jest skończoną, ciągłą, monogeniczną,.i monodromiczną, czyli 
jest funkcyą synektyczną w całćj swćj rozciągłości, 

A że funkcye graniczne otrzymują się z funkcyi danćj we- 
dług pewnych prawideł rachunku funkcyi granicznych, zatém ni- 
czem innem nie są, tylko pewnemi funkcyami w skład funkcyi 
danćj wchodzącemi, a że są zawsze synektyczne, chociaż dana 
może nie być synektyczną; przeto muszą zawierać w sobie wszy- 
skie własności synektyczności w funkcyi danćj zawarte. Tym 
sposobem własności synektyczności funkcyi, potrafiliśmy za po- 
mocą rachunku funkcyi granicznych wyciągnąć z funkcyi. 

Teorya więc Cauchego, tak dalece zgodną jest z naszą, że 
w twierdzeniach Cauchego, dosyć jest podstawić zamiast funkcyi 
synektycznćj w części płaszczyzny, jéj funkcyą graniczną. Dwie 
więc te teorye schodzą się z sobą, chociaż wyprowadzone są 
z innych początków. 

Zamiast dochodzić wszystkich tych własności funkcyi, do- 
syć jest według naszćj teoryi, wyciągnąć z funkcyi danćj fun- 
kcyą graniczną, ata już w sobie zawierać musi wszystkie te 
własności. 


24%. Powyższe orzeczenia stanowią podstawy teoryi Cau- 
chego, a twierdzenia powyższe dowodzą, że wszystkie te wła- 
sności funkcyi, zastępują się w naszćj teoryi jedném orzeczeniem 
funkcyi granicznej. 

Opierając się na tych orzeczeniach, Cauchy dowiódł wiele 
pięknych twierdzeń, które są prostemi wnioskami z naszćj teo- 
ryi: niektóre z nich tu podamy: i | 
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Twierdzenie 6. (dy funkcya jest synektyczną w pewnóćj 
części płaszczyzny, wszystkie jéj pochodne są także funkcyami syy- 
nektycznemi w tójże samćj rozciągłości. 

Twierdzenie odpowiednie: Funkcya i wszystkie jéj pochodnae 
jako tóż i całki, mają jedną i tąż samą graniczną. 

Obacz $ 85 rachunku funkcyi granicznych. 


Twierdzenie 7. Funkcya synektyczna nie może być stałdą 
w pewnćj części płaszczyzny tak małćj jak chcemy. 

Twierdzenie odpowiednie: Graniczna nie może mićć wartos- 
ści stałój lub zero, jak tylko dla szczególnćj wartości zmiennćjj, 
ijest zawsze pewną funkcyą zmiennój, lub ma wartość nies- 
skończoną. 

Obacz $ 108, rachunku funkcyi granicznych. 

Twierdzenie 8. Funkcye algebraiczne całkowite, wykładnii- 
cze, wstawy i dostawy łuku wielokrotnego ze zmiennćj, są funn- 
kcyami synektycznemi w całój rozciągłości płaszczyzny. 

Twierdzenie odpowiednie: Funkeye wyżćj wyszczególnionae 
mają graniczną nieskończoną. 

Obacz $ 98, 97 i 99 rachunku funkcyi granicznych. 

Twierdzenie 9. Gdy funkcya jest synektyczną w całój rozz- 
ciągłości płaszczyzny, daje się rozwinąć na szereg zbieżny, dlda 
wszystkich wartości zmiennćj. 

Twierdzenie odpowiednie: Gdy funkcya ma graniczną niee- 
skończoną, daje się rozwinąć na szereg zbieżny, dla wszystkiech 
wartości zmiennćj. 

Obacz $ 172 Części trzecićj. 

Twierdzenie 10. Gdy funkcya jest synektyczną w części płaa- 
szczyzny, daje się rozwinąć na szereg zbieżny, w téj części płaa- 
SZCZYZNY. 


* 


Twierdzenie odpowiednie: Każda funkcya nie mająca graa- 
nicznćj nieskończonćj, daje się rozwinąć na szereg zbieżny, w graa- 
nicach wyznaczonych przez odpowiednią wartość funkcyi graa- 
nicznej. 


Obacz $ 125 Części trzecićj. 
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248. Z porównania tych teoryj, tu w głównych swych 
rysach zestawionych wypada, że rozwijanie funkcyi na szereg 
zbieżny w teoryi Cauchego, jest zawisłe naraz od wszystkich 
własności funkcyi, które trzeba poszukiwać dla każdćj wartości 
z osobna, gdyż ta teorya nie daje wprost granic; dla tego tóż 
rozwijanie funkcyi na szereg, pomimo swych pięknych twier- 
dzeń, Cauchy uczynił zawisłóm od poszukiwania modułów, gdy 
zmiennćj nadamy wartość urojoną, zawartego w twierdzeniu na- 
stępującym. 

Twierdzenie 11. Każda funkcya daje się rozwinąć na sze- 
reg zbieżny, według potęg rosnących zmiennćj, gdy ta zmienna 
zachowuje wartości zawarte w kole zbieżności, zakreślonćm, pro- 
mieniem równym najmniejszemu modułowi tćj zmiennćj, czyniąc 
ją urojoną. 


Twierdzenie odpowiednie: Każda funkcya daje się rozwi- 
nąć na szereg zbieżny, według potęg rosnących zmiennćj, dla war- 
tości tój zmiennćj zawartych w równaniu zbieżności, które otrzy- 
mujemy równając tę zmienną z wartością funkcyi granicznćj dla 
g= ð. 

Twierdzenie Cauchego każe szukać modułu najmniejszego, 
co wymaga: zmiany zmiennćj na urojoną, rozdzielenia równania 
na dwa, elliminacyi i oznaczenia najmniejszego dodatnego pier- 
wiastku równań stopni wyższych zwykle lub przestępnych. 
Nasze twierdzenie daje wprost granice zbieżności, i to zawsze 
przez równanie stopnia pierwszego, i zarazem daje granice roz- 
wijalności funkcyi, to jest wartości w których funkcya doświad- 
cza zmian w swym biegu. 

Zresztą co do znaczenia samego wzoru podanego przez Cau- 
chego dla rozwijania funkcyi na szeregi, to podanćm już zosta- 
ło w $ 168. 


249. Lecz najważniejszóm twierdzeniem Cauchego jest 
to, w którćm dowiódł że zbieżność funkcyi zależy od ciągłości | 
funkcyi samój i jéj pochodnćj pierwszćj, bez względu jakie mają J 
wartości inne pochodne. 

i 34 
SA 
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Piękne to twierdzenie, jest wnioskiem z własności funkcyi 
granicznych, jak to dowiedliśmy w $ 134, lecz potrzebuje być do- 
pełnionóm. Jakoż w części pierwszćj dowiedliśmy, że dla sa- 
mych wartości granicznych, to jest dla punktów zwanych kryty- 
cznemi, zbieżność zależy od wszystkich pochodnych aż do nie- 
skończoności, a ztąd łącząc to prawo z powyższćm, otrzymamy 
nowe twierdzenie: 


Twierdzenie 12. Zbieżność funkcyi gdy zmienna zawartą 
jest między granicami objętemi równaniem zbieżności, zależy tylko 
od ciągłości samćj funkcyi i jéj pochodnćj pierwszćj; zbieżność zaś 
dla samych warlości granicznych, jest zależną naraz od wszy- 
stkich pochodnych, aż do nieskończoności. 


To twierdzenie jest ostatecznym wypadkiem naszćj teoryi, 
i wyjaśnia nam bardzo dobrze tę szczególność, dotąd niewytłu- 
maczoną, zawartą w twierdzeniu Cauchego; dla czego zbieżność 
tunkcyi niezależną jest od wyższych pochodnych nad pier- 
wszą; albowiem dowodzi, że ta niezależność rozciąga się tyl- 
ko do wartości między granicami, a dla samych granie nie ma 
miejsca. j 


220. Na zakończenie, nie od rzeczy będzie zwrócić uwa- 
gę na całość przedmiotu i rzucić kilka ogólnych uwag. 

Widzimy, że nasza teorya zupełnie jest zgodną z teoryą Cau- 
chego, chociaż wychodzi z nowego początku, a dąży nie wikła- 
jąc się ilościami urojonemi do tegoż samego celu. Owszem jak 
widzieliśmy, poszukiwania nadzwyczaj upraszczają się, prawa 
przybierają formy symetryczne, i wiele wątpliwości i niepe- 
wności znika z rachunku, a w badaniach otrzymujemy wy- 
borną kontrollę, i można dodać, nauka zwraca się do właści- 
wego źródła. 

Część pierwsza niniejszćj pracy, jest częścią czysto algebra- 
iczną, i jako dopełnienie nauki o szeregach, powinna wejść do 
wykładów wyższćj algebry. Dwie drugie części stanowią część 
rachunku wyższego, i powinny być uważane za nową jego gałąź, 
za dopełnienie rachunków różniczkowego i całkowego, a odkry- 
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waająąe nam nowe funkcye, które są też same dla całego szeregu 
funnkccyi całkowych i różniczkowych, rozciągniętych w obie strony 
doo mieskończoności, stanowią rzeczywiście trzeci rachunek, skła- 
danjątcy z niemi doskonałą całość. Z odkryciem jego otwiera się 
noowre pole poszukiwań, a mianowicie: 


1. Przejrzenie wszystkich prawd wyprowadzonych w ra- 
chhumku a opartych na rozwijaniu funkcyi na szeregi, o ile one 
zggacldzają się z prawami rozwijalności funkcyi na szeregi i zbie- 
żnnośści szeregów, i usunięcie z nauki niezgodnych z temi prawa- 
mni, z których kilka wykazaliśmy w ciągu tego dzieła. 


2. Zastosowanie tych praw do rozwinięcia funkcyi na sze- 
reegii peryodyczne, na ułamki ciągłe i na iloczyny nieskończo- 
nććj liczby czynników. 


3. Nakoniec zastosowanie funkcyi granicznych do poszuki- 
wyamia własności ogólnych funkcyi wyrażonych przez równanie 
róóżmiczkowe, a ztąd do oznaczenia postaci, jaką funkcya pierwo- 
tma. przyjąć powinna, czyli do oznaczenia całek równań różni- 
czzktowych. 


Pierwsze próby w tym ostatnim przedmiocie oparte na teoryi 
Vawuchego, rozwinięte zostały sposobem ubocznym dla szczególnych 
postaci równań różniczkowych, w dziele Briota i Bouqueta „„Thóo- 
rrie des fonctions doublement póryodiques* Paris 1859 livre VI 
((o całkowaniu równań różniczkowych za pomocą funkcyi elli- 
Poty/cznych). Nasza teorya prowadzi wprost do rozwiązania tego wa- 
żine:go zadania, albowiem, ponieważ graniczne funkcyi jakiejkolwiek, 
jak: również wszystkich jéj pochodnych są też same; przeto grani- 
cznie równań różniczkowych, które umiemy bardzo łatwo otrzy- 
mać, dają nam graniczne funkcyi pierwotnych, sprawdzających 
rrównanie różniczkowe, i zarazem niektóre z funkcyi w skład fun- 
Ixcyyi pierwotnój wchodzące; i tak: gdy ta graniczna jest nieskoń- 
«zoną, funkcya pierwotna musi być algebraiczną, wykładniczą, 
llub tćż inną z tego rodzaju; gdy zaś jest pewną funkcyą, ta fun- 
lkcyya jest sama funkcyą, w skład funkcyi pierwotnćj wcho- 
cdziącą. 
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W obu razach wskazuje nam własności funkcyi pierwo-- 
tnćj, i zarazem prowadzi do postaci, jaką funkcya pierwotna. 
przyjąć powinna. S 

Zadanie więc oznaczenia własności i postaci funkcyi wyra- 
żonych przez równanie różniczkowe, do rozwiązania którego 
sprowadzają się obecnie wszystkie usiłowania geometrów, zdol-- 
ne jest do zupełnego rozwiązania za pomocą funkcyi granicznych,, 
a rachunek funkcyi granicznych, prowadząc wprost do rozwią- 
zania tego zadania, otwiera nowe drogi ku dalszym poszukiwa- 
niom, i postępom rachunku wyższego. 


KONIEC. 
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8 ga, „A 
pochodnej pierwszćj 
OW 
6 >a, 1 
zawarte 


w Lit L. Berknera. 
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